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ABSTRACT 

Let F be a field of character is t ic  2. The  a im of this  paper  is to s tudy  the  

isotropy of some F -qua d r a t i c  forms of d imension _ 6 over the funct ion 

field of a projec t ive  quadric.  
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1. I n t r o d u c t i o n  

Soit F u n  corps conmmtatif. Un important probl~me en th~orie alg~brique des 

formes quadratiques est le suivant: 

PROBLEME: Etant donnd ~ une F-forme quadratique anisotrope de dimension 

>_ 2, quelles sont les F-formes quadratiques ~ pour lesquelles ~F(r devient 

isotrope off F(r  est le corps des fonctions de la quadrique projective d'dquation 
r  

C'est le th~or~me de r~duction d'indice de Merkur'ev [25] qui a donn~ un renou- 

veau/~ ce probl~me. Un important d~veloppement a ~t~ apport~ s ce probl~me 

en caract~ristique r 2 par plusieurs personnes, en l'occurence ce probl~me a 5t~ 

trait~ par D. Shapiro pour certaines formes de dimension < 4 [27], par D. Leep 

pour certaines formes de dimension < 4 et pour une forme d'Albert [20], par D. 

W. Hoffmann pour certaines formes de dimension _< 8 [7], [8], [10], par l 'auteur 

pour certaines formes de dimension _< 8 [16], [17], [18], par N. Karpenko et O. 

Izhboldin pour des cas laiss~s ouverts par l 'auteur et Hoffmann en dimension < 8 

[11], [12]. Aussi, Hoffmann a prouv~ un r~sultat g~n~ral qui permet de borner la 

dimension de r par rapport s celle de ~ [9]. En ce qui concerne la caract~ristique 

2 ce probl~me n'a pas 5t~ beaucoup consid~r~ s l'exception de certains r~sultats 

de classification ~tablis par R. Baeza, P. Mammone et D. Shapiro [3], [2], [23] 

et [21]. R~cemment, l 'auteur et Mammone ont ~tendu le r~sultat g~n~ral de 

Hoffmann [9] ~ la caracthristique 2 [19]. 

Dans la suite, et saul mention expresse du contraire, F d~signera un corps 

commutatif de caracthristique 2. Une F-forme quadratique ~ s'~crit ~ isom~trie 

pros (voir la deuxi~me section pour les d~tails): 

(1) ~ = [as, bl] •  • [a~, b~] • [c~] •  • [e~] • [0] •  • [0] 

avec [Cl] •  • [es] anisotrope et [a,/~] (resp. [a]) d~signe la forme quadratique 
a X  2 + X Y  + fly2 (resp. la forme quadratique aX2). 

Pour ~ comme dans l'~quation (1) et lorsque d im~ = 2r + s, on dit que ~ est 

non d~g~ndr~e ou de type (r, s). Si ~ est de type (r, 0) (resp. de type (r, s) avec 

s > 1), alors on dit que 9~ est non singuli~re (resp. ~ est singuli~re). Une forme 

de type (0, s) est dite totalement singuli~re. 

Le long de ce papier on va consid~rer que les formes quadratiques non 

d~g~n~r~es. 

On va r~pondre compl~tement au probl~me precedent lorsque ~ est anisotrope 

et qui v~rifie l'une des conditions suivantes: 
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�9 ~a est une forme d 'Alber t ,  c 'est-~-dire, non singuli6re de dimension 6 et 

d ' invar iant  d 'Ar f  trivial.  

�9 ~ est de dimension 5 et de type  (2, 1). 

�9 ~ est de dimension 4 et de type  (2, 0) ou (1, 2). 

�9 d im ~ _~ 3. 

On d6signe par  ( a l , . . . ,  an/ la forme bilin6aire y~4~=1 aiXiYi. On note Wq(F) 

le groupe de Wi t t  des formes quadrat iques  non singuli6res, et W ( F )  l ' anneau de 

Wi t t  des formes bilin6aires sym6triques.  On salt que Wq(F) est un W ( F ) - m o d u l e  

[3]. 
Une forme quadra t ique  ~ est une n-forme de Pfister s'il existe a l , . . . , a n  

C F*,  b C F tels que ~ ~ (1, a l / | 1 7 4 1 7 4  Dans ce eas, on note 

~r = ( ( a l , . . . ,  an, b]]. On d6signe par  PnF l 'ensemble des n-forInes de Pfister et 

GP~(F) = {o~1r I o~ E F*,~r �9 PnF}. 

Une forme bilin6aire B e s t  une n-forme bilin6aire de Pfister s'il existe a l , . . . ,  an 

E F* tels que B ~ (1, a l )  |  | (1, an}. On note B P n F  l 'ensemble des n-formes 

bilin6aires de Pfister et G B P ~ F  = {aTr I c~ C F*, 7r C BPnF} .  

S i r  est un entier et ~0 est une forme quadrat ique,  on note r x ~ = ~ • . . .  • ~. 
Y 

r fois 
Pour  K / F  une extension de corps et ~ une forme quadra t ique  sur F ,  on d6signe 

par  ~K la forme quadra t ique  ~ | K .  

A une forme quadra t ique  9~ de dimension n > 1, on associe l ' anneau  

F x,d 
A~ = I ( ~ )  

o6 I ( ~ )  est l ' id6al de F [ X 1 , . . . ,  X,~] engendr6 par  le po lyn6me P~ donn6 par  la 

forme quadra t ique  ~. D 'apr6s  [23, Proposi t ion  3] et lorsque la forme ~ n 'es t  pas 

nulle, on a que P~ est irr6ductible si et seulement si ~ n 'es t  ni de type  N • k x [0] 

ni de type  [a] • I x [0] avec a C F* et H = [0, 0] est le plan hyperbolique.  Lorsque 

e 'est  le cas, on d6signe par  F ( ~ )  le corps des fractions de A~, qu 'on  appelle le 

corps des fonctions de ~ (ce corps est le corps des fonctions de la quadrique affine 

d '6quat ion ~ = 0). Remarquons  que si ~ est anisotrope,  alors le corps F(~o) est 

bien d6fini. 

Ddfinition 1.1: Soient ~ C Wq(F),  c l , . . . , %  C F et r = ~ • [cl] •  • [Cn]. 

(1) On dit que r est domin6e par  une forme quadra t ique  ~, et on note r ~ 

s'il existe 5 et ~ 1 , . . . ,  [~ des formes quadrat iques  tel qu 'on  ait les deux conditions 

suivantes: 

(i) Pour  tout  i E { 1 , . . . ,  n}, ~i = [ci] ou ~i = [ci, di] pour  un certain di E F, 

( i i ) ~ o ~ • 1 7 7  
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(2) On dit que r est faiblement domin~e par ~ s'il existe a C F* tel que a r  # ~. 

(3) On dit que r est une sous-forme de ~ et on note r < ~ s'il existe une forme 

quadratique # telle que ~ TM r _l_ #. 

Clairement on a l e s  remarques suivantes. 

Remarques: On garde les mSmes notations et hypotheses que darts la d~finition 

1.1. 

(1) Si ~ est non singuli~re, alors pour tout i C {1 , . - . ,  n} dim~i = 2. 

(2) Si V est l 'espace sous-jacent ~ ~ et r # ~, alors il existe W un sous-espace 

de V tel que la restriction de ~ ~ W soit la forme quadratique r 

(3) S i r  est faiblement domin6e par ~ et si F ( r  existe, alors ~F(r est isotrope. 

Dg~nition 1.2: Une forme quadratique ~ est dite une voisine s'il existe 7r E PnF 

tel que dim ~ > 2 n et que qo soit faiblement domin6e par 7r. 

Dans la troisi~me section on va donner quelques propri6t6s sur les formes 

voisines et on va classifier compl~tement les formes voisines de dimension au 

plus 8. 

Deux formes quadratiques ~ et r non n6cessairement non singuli~res, sont 

dites ~quivalentes et on note ~ ~ r s'il existe deux entiers r, s > 0 tels que 

q o ~ _ r x ~ r 1 7 7  

L'~noncd des r~sultats qu'on va donner est plus compliqu~ que ce qu'on connait 

en caract~ristique r 2. Ceci est dfi au fait que les formes r qui vdrifient ~F(r 

isotrope, seront classifides suivant leur types. 

1.1. LES FORMES D'ALBERT. Soient a �9 F et b �9 F*. On associe ~ l'alg~bre 

de quaternions Q = [a, b) sa forme norme NQ = [1, a] • b [1, a] �9 P1F [3]. Si Q1 

et Q2 sont deux alg~bres de quaternions, on associe ~ l'alg~bre de biquaternions 

A = Q1 | Q2 une forme quadratique ~/'A de dimension 6, appelde forme d'Albert ,  

et d~finie par '~A • H = NQ~ 2 -NQ~. On note p (F)  = {p(x) ] x �9 F} oh 

p(x) = x 2 + x pour x �9 F.  

Ddt~nition 1.3: Une forme quadratique r anisotrope est dite de type (I)  si r 

v~rifie l 'une des conditions suivantes: 

�9 dim r _> 7, 

�9 r est de dimension 6 mais pas une forme d'Albert ,  

�9 d i m e  = 5 et r est de type (r, s) avec s _> 2, ou une forme voisine. 

Dd~nition 1.4: Une forme quadratique ~ anisotrope est dite de type exceptionnel 

s'il existe c~1, c~2, a3 �9 F* tels que q~ --- [1] _L [(~] • [c~2] _L [c~3] et que [1] _L [c~1] • 

[c~2] soit isotrope sur F ( v / ~  ). 
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On note Exc(F) l'ensemble des F-formes quadratiques de type exceptionnel et 
GExc(F) = { a ~ l a  �9 F*, ~ �9 Exc(F)}. 

aemarquons que toute forme quadratique [1] • [al] • [c~2] • [cqc~2] est de 
type exceptionnel. Concernant l'isotropie d'une forme d'Albert, on a le  th6or~me 

suivant. 

THI~OR~iME 1.1: Soient qo une forme d'Albert  anisotrope et r une forme quadra- 

tique anisotrope de dimension >_ 2. Alors: 

(1) S i r  est de type (I), ou totalement singuli~re de dimension 4 n'appartenant 

pas ~ GExc(F), a/ors 9~F(r est anisotrope. 

(2) Supposons que d i m e  �9 {2, 3, 4, 5, 6} et que r  soit ni de type (I) ni dans 
GP1F ni totalement singuli6re de dimension 4. Alors, q0F(r est isotrope si et 

seulement s i r  est faiblement dominde par ~o. 

(3) S i r  = [1] • [al] _k [a2] • [a3] �9 Exc(F) avec ~ := [1] _1_ [o~1] • [0/2] 
isotrope snr F ( v / ~ ) ,  alors ~oF(r est isotrope si et seulement si ~ est faiblement 

domin6e par ~o. 

(4) Si r �9 P1F, a/ors 9~F(r est isotrope si et seulement si ~o domine une voisine 

de r 

1.2. LES FORMES QUADRATIQUES DE DIMENSION 5. En ce qui eoneerne la 

dimension 5, on va 5tudier uniquement l'isotropie des formes quadratiques 

anisotropes de type (2, 1). Si ~o est voisine de 7r C P2F, de dimension 5 et de 
type (2, 1), alors on d6duit par les propositions 3.1 et 3.4 que ~OF(r est isotrope 

si et seulement si r est faiblement domin6e par 7r. Lorsque ~ n'est pas voisine, 
de dimension 5 et de type (2, 1) on a la %ponse suivante. 

THt~OREME 1.2: Soient ~ une forme quadratique anisotrope de dimension 5 et 

de type (2, 1) qui n'est pas voisine e t r  une forme quadratique anisotrope de 

dimension > 2. Alors: 

(1) S i r  est de Fun des types suivants: 

�9 d i m  r = 2, 

�9 r est de dimension 3 et de type (1, 1), 

�9 r est non singulibre de dimension 4 n'appartenant pas g GP1F, 

�9 r est de dimension 5 et de type (2, 1) qui n'est pas voisine, 

a/ors ~OF(r est isotrope si et seulement si r est faiblement dominde par ~. 
(2) Si r est de Pun des types suivants: 

�9 r est de type (I), 

�9 r  forme d'Albert, 

�9 r est totMement singulibre de dimension 4 n'appartenant pas g GExc(F), 
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alors ~g(~) est anisotrope. 

(3) Si ~ est de Fun des types suivants. 

�9 ~ est de dimension 4 et de type (1, 2), 

�9 ~ est totalement singuli~re de dimension 3, 

alox~ 9~g(~) est isotrope si et seulement si il existe ~' une forme de dimension 

5 et de type (2, 1), ?r E GP2F telles que ~ ~ ?r • 9~' et que ~ soit faiblement 

domin6e par ?r et ~'. 

(4) Si ~ E P1F, a/ors ~F(~) est isotrope si et seulement si ~ domine une voisine 

de ~). 

(5) S i  if) : [1] ~_ [OL1] ~- [OL2] ~- [O~3] ~ E x c ( F )  avec  1] : :  [1] J_ [0~1] ~_ [oL2] 
isotrope sur F(x/~3), a/ors ~F(r est isotrope si et seulement si ~F(~) est isotrope. 

1.3. LES FORMES QUADRATIQUES DE DIMENSION 4. En ce qui concerne la 

dimension 4, on va 6tudier uniquement l'isotropie d'une forme quadratique 

anisotrope de type (2, 0) ou (1, 2). 

Ddfinition 1.5: Une forme quadratique ~ est dite de type (II) si elle vSrifie l'une 

des conditions suivantes: 

(1) ~ est une forme d'Albert, 

(2) ~ est de dimension 5 et de type (2, 1) qui n'est pas voisine, 

(3) r est singuli~re de dimension 4, 

(4) r est totalement singuli~re de dimension 3. 

I1 est clair que les formes quadratiques de type (I) ou (II) s'excluent 

mutuellement. 

Concernant l'isotropie d'une forme quadratique anisotrope de dimension 4 non 

singuli~re, on a le  th6or~me suivant. 

THI~OREME 1.3: Soient ~ une forme quadratique anisotrope de dimension 4 non 

singuli~re et ~ une forme quadratique anisotrope de dimension ~_ 2. 

(1) Si ~ est de type (I) ou (II),  alors ~F(,)  est anisotrope. 

(2) Si ~) est de dimension ~_ 4 qui n'est ni de type (II) ni dans GP1F, alors 

9~F(~) est isotrope si et seulement si ~ est faiblement domin6e par ~. 

(3) Si ~) E P1F, alors ~F(r est isotrope si et seulement si ~ domine une voisine 

de ~. 

Concernant l'isotropie d'une forme quadratique anisotrope de dimension 4 et 

de.type (1, 2), on a l e  th~or~me suivant. 
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THI~OREME 1.4: Soient ~ une forme quadratique anisotrope de dimension 4 et 

de type (1, 2) et r  forme quadratique anisotrope de dimension ~ 2. Alors: 

(1) Si r est de Fun des types suivants: 

� 9 1 6 2  > 5, 

�9 4 est totalement singuli~re de dimension 4 n'appartenant pas g GExc(F), 

�9 4 est non singulibre de dimension 4 n'appartenant pas g GP1F, 

a/ors ~F(r est anisotrope. 

(2) S i r  est de l'un des types suivants: 

�9 r est de dimension 4 et de type (1, 2), 

�9 4 est de dimension 3 ou non singulibre de dimension 2, 

alors ~F(r est isotrope si et seulement s i r  est faiblement dominde par ~. 

�9 S i r  est singulibre de dimension 2, alors ~F(r est isotrope si et seulement si 
il existe ~ totalement singulibre de dimension 3 qui est faiblement dominde par 
et qui domine r 

(3) S i r  E PIF,  alors ~F(r est isotrope si et seulement si ~ domine une voisine 

de 4. 

(4) Si 4 = [1] • [c~1] • [c~2] • [c~3] e Exc(F) avec ~? := [1] • [~1] • [(21{2] 
isotrope sur F ( v / ~ ) ,  alors qoF(r est isotrope si et seulement si ~1 est faiblement 

domin~e par ~. 

1.4. LES FORMES QUADRATIQUES DE DIMENSION _< 3. E n  d i m e n s i o n  3, on a 

la r@onse suivante. 

THI~OREME 1.4: Soient 9~ une forme quadratique anisotrope de dimension 3 et 

4 une forme quadratique anisotrope de dimension ~_ 2. Alors, on a: 

(1) Snpposons que ~ soit de type (1, 1). 

(1) Si dim 4 _> 4 et r ~ GP1F ou 4 est totalement singuli~re de dimension 3, 

alors ~F(V,) est anisotrope. 

(2) Si 4 est de dimension 3 et de type (1, 1) ou de dimension 2, a/ors ~F(r est 

isotrope si et seulement s i r  est faiblement dominde par 9~. 

(3) Si 4 C P1F, alors ~F(r est isotrope si et seulement si ~ est voisine de 4. 

(2) Supposons que ~ soit totalement singuli~re. 

(1) S i r  est de l'un des types suivnnts: 

�9 dim 4 _> 4 et 4 r GExc(F), 

�9 r est de dimension 3 et de type (1, 1), 

�9 r est non singulibre de dimension 2, 

a/ors ~OF(r est anisotrope. 
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(2) Si ~b est singulibre de dimension 2 ou totalement singuli~re de dimension 3, 

alors 9~F(~) est isotrope si et seulement si ~b est faiblement dominde par  ~. 

(3) Si r = [1] • [a~] 3_ [a2] 3_ [a3] e Exc(F)  avec ~l := [1] 3_ [0~1] ~_ [0~23 

isotrope sur F(x / -~) ,  a/ors (flF(~b) est isotrope si et seulement si ~l est semblable 

~ .  

Dans le cas d 'une forme quadrat ique de dimension 2, on a la r~ponse suivante. 

PROPOSITION 1.1: Soient ~ une forme quadratique anisotrope de dimension 2 

et ~ une forme quadratique anisotrope de dimension >_ 2. Alors: 

(1) Si d i m ~  _> 3 ou ~ est de dimension 2 qui n'a pas le m6me type que ~, alors 

~F(~) est anisotrope. 

(2) Si ~ et ~b sont non singulibres, alors 9~F(~) est isotrope si et seulement si 

est semblable ~ ~. 

(3) Si ~ = x([1] • [(~]) et ~b -- y([1] 3_ [d]), alors ~F(,)  est isotrope si et 

seulement si [1] • [a] 3_ [d] est isotrope. 

Le plan de ce papier est le suivant. Apr~s un rappel sur la th6orie alg~brique 

des formes quadrat iques en caract6ristique 2, on passe aux formes quadrat iques 

voisines en d6montrant  quelques propri6t6s sur ces formes. Aussi, on classifie 

compl~tement les formes voisines de dimension _< 8. Dans la quatri~me section, 

on donne des r6sultats pr61iminaires qui seront utiles dans les d~monstrations. On 

vase  baser de mani~re cruciale sur le thdor~me de r6duction d'indice d 'une alg~bre 

simple centrale sur le corps des fonetions d 'une quadrique en caract~ristique 2 

[24]; le thdor~me de Jacobson sur les formes d 'Albert  [13], [23]; un r6sultat de 

Knebusch qui donne une g6n~ralisation de la simplification de Wit t  [14, Propo- 

sition 1.2] (proposition 4.1); un thdor~me de Baeza sur les normes des formes 

quadrat iques [5]; et la th~orie de r6duction de Springer en pr6sence d 'une valua- 

t ion discrete en caractdristique 2 [5, Page 1341], [22, Section 2 et 3]. 

R e m e r c i e m e n t s .  Ce travail a 6t6 fait durant  mon s~jour au d6partement  de 

math6matiques  de la Facult6 Jean Perrin. Je remercie cette inst i tut ion pour  

l 'aide et l 'hospitalitd que j 'ai  eues. Aussi, je tiens s remercier chaleureusement 

Pasquale Mammone pour  les int~ressantes discussions que j 'ai  eues avec lui durant  

la prSparation de ce papier et pour  ses commentaires sur une version antdrieure. 

2. D6finit ions et rappels 

Pour  plus de d6tails sur la th6orie alg6brique des formes quadrat iques en 

caract6ristique 2 on renvoie aux livres [3], [26]. 
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Une forme quadra t ique  de dimension n e s t  la donn6e d 'un  couple (V, ~) oh V 

est un F-espace  vectoriel de dimension n e t  ~: V > F est une appl icat ion telle 

que: 
(i) ~(av) -- a2~(v)  pour  tout  a �9 F et v �9 V, 

(ii) L 'appl ica t ion  B~: V • V > F ,  d6finie par: B~(v, w) = ~(v + w) - ~(v) - 

~(w) soit bilin6aire (sym6trique).  

Le radical de B~ est rad(B~)  = {x �9 V I B~(x, V) = 0}. Le radical  de ~ est 

rad(~)  = {v �9 rad(B~)  I ~(v)  = 0}. Clairement ,  rad(B~)  et rad(~)  sont des 

F-espaces  vectoriels. On note rb(~)  (resp. r (~))  la dimension de rad(B~)  (resp. 

la dimension de rad(~)) .  On a 0 < r (~)  < rb(~) .  La forme bilin6aire B~ est 

altern6e, c 'est-~-dire, B~(v,v)  = 0 pour  tout  v �9 V e t  par  cons6quent l 'entier 

n -  rb(~)  est pair. 

Soient r et s les entiers tels que n - rb(~)  = 2r et rb (~)  - r (~)  = s, alors on 

obtient  h isom6trie pros 

: [al ,bl]  •  I [ a r ,  br] • h ]  •  • [cs] • !0] •  • [0! 
Y 

r(~) fois 

oh [cl] i " "  I [cs] est anisotrope.  

Deux formes quadrat iques  ~ e t r  sont dites semblables s'il existe a �9 F* tel 
~ r  que ~ = a . 

Si ~ est non singuli~re on note iw(~)  l ' indice de Wi t t  de ~ qui v6rifie ~ 

iw(p)  • [4 i ~a,, oh Pan est une forme quadra t ique  anisotrope appel6e par t ie  

anisotrope de ~. 

1 d im ~, alors ~ est dire hyperbolique.  S i p  est non singuli~re et iw(~)  = 
On rappelle qu 'une  n-forme de Pfister  7r est mult ipl icative,  c 'est-k-dire,  DF(Tr) 

= GF(TC) [3, Corollary 3.2, Page 105]. Aussi, une n-forme de Pfister  est isotrope 

si et seulement si elle est hyperbol ique [3, Chap te r  4, Corol lary 3.2]. Ce dernier 

r~sultat  n 'es t  pas en g~n~ral vrai  pour  les n-formes bilin6aires de Pfister [3, Re- 

mark  3.3, Page 105]. 

Pour  n > 1, on note I"Wq(F)  le sous-groupe de Wq(F) engendr6 par  les formes 

de GPnF. 

On d6signe par  B r ( F )  le groupe de Brauer  de F.  Si D est une F-alg~bre  

simple centrale de dimension finie, on note ind D l 'indice de Schur de D. Deux 

F-alg~bres  simples centrales de dimension finie sont dites ~quivalentes et on note 

D --~ D '  si [D] = [D'] �9 Br (F ) .  Si D est d~ploy6e on note D ,,~ 0. 

Pour  a, b �9 F avec b ~ 0, on d6signe par  [a, b) l 'alg~bre de quaternions dont la 

base s tandard  {1, i , j ,  k} v6rifie les relations: p(i) = a, j~ = b, j i j  -~ -- i + 1 et 

k = ij.  
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Si ~ est une forme quadratique de dimension n et d'espace sous-jacent V, 

l'alg~bre de Clifford C(~) de ~ est le quotient 

T(V) 
- , 

off T(V)  = ~ n > 0  V| est l'algbbre tensorielle de V et J~ est l'id6al bilatbre 

de T(V)  engendr6 par les 616ments v | v - ~(v). L'alg~bre C(~) admet une 

Z/2Z-graduat ion induite par la graduation T(V)  = T O (V) (~ T 1 (V) oil T o (V) = 

~ p a i ~ Y  | et TI (V)  = (~nimp~irY| La partie paire C0(V) de C(~) est 

appel~e l'alg~bre de Clifford paire de ~. 

Si ~ est non singulibre, alors C(~) est une F-alg~bre simple centrale et Co(~) 

est de centre une F-alg~bre quadratique s6parable Z(~).  Dans ce cas l 'invariant 

d 'Arf  A(~)  de ~ est la classe dans le groupe F / p ( F )  d'un 616merit 5 C F tel que 
= 

Pour a l , . . . , a n  e F*, b , , . . . , bn  E F et ~ = a,[1, b,] 3_. . .  • ar[1, br], on a 

C(~)  ~ [b l ,a , )  |  " "  |  [br, ar )  

et 

= bl + . . .  + br e 

Pour simplifier, on va souvent identifier A(p)  et son reprdsentant dans F/g9(F). 

3. Les  f o r m e s  q u a d r a t i q u e s  vo is ines  en  c a r a c t 6 r i s t i q u e  2 

La proposition suivante permet  de g~n6raliser ce qu'on connait sur les formes 

voisines en caract6ristique ~ 2. 

PROPOSITION 3.1: (1) S i r  est yoisine de ~r, alors r est isotrope si et seulement 

silr l'est aussi. 

(2) Une forme quadratique qui est totalement singuli~re ne peut ~tre une 

voisine. 

(3) Si ~ est voisine de lr et si F(Tr) existe, alors CF(~) est isotrope. 

(4) S i ~  est voisine de 7r, alors 7r est unique ~ isomdtrie prbs. 

(5) Si 7r C PnF e t r  sont anisotropes, alors r est voisine de 1r si et seulement 

si dim r > 2 n e t  7rp(r est isotrope. 

Dans ce qui suit on classifie compl~tement les formes quadratiques voisines de 

dimension < 8. 



Vol. 129, 2002CERTAINES FORMES DE DIMENSION _< 6 EN CARACTI~RISTIQUE 2327 

PROPOSITION 3.2: Soit r une forme quadratique anisotrope de dimension <_ 8. 

Alors, on a les  assertions suivantes: 

(1) Si d i m e  E {2, 3}, alors C est voisine si et seulement si C n'est pas totale- 

merit singuli~re. 

(2) Si d i m e  = 4, a/ors C est voisine si et seulement si C E GP1F. 

(3) Si d i m e  = 5, alors C est voisine si et seulement si C est de l'un des deux 

types suivants: 

�9 C est de type (2,1) et indC0(C) < 2, ou 

�9 C = a [1, x] • [a] • [fl] Z [A] et Ix, a) |  L ~ 0 o~ L = F ( v f ~ ,  v ~ ) .  

(4) Si d i m e  = 6, a/ors r est voisine si et seulement si C est de l'un des deux 

types suivants: 

�9 C est non singulibre et CL ~ 0 avec L = F ( p - I ( ~ ( C ) ) ) ,  ou 

�9 C ~ r • [c~] • [~] avec r E G P I F  et TF(v/~) ~ O. 

(5) Si d imC = 7, a/ors C est voisine si et seulement si C est de type (3, 1) et 

Co(C)  ~ 0. 

(6) Si d i m e  = 8, alors C est yoisine si et seulement si C E GP2F. 

Avant  de d~montrer les propositions 3.1 et 3.2 on commence par donner 

quelques r5sultats pr~liminaires. 

PROPOSITION 3.3: Soient ~ une forme quadratique anisotrope totalement 

singuli~re de dimension >_ 2 et C une forme quadratique anisotrope non singulibre 

de dimension 2. Alors, qOF(r est anisotrope. 

Preuve: Modulo un scalaire on pose r = [1,d] pour  un cer ta in  d E F .  On 

pose aussi ~ = [Xl] • "..  • [Xn]. Si ~F(W) est isotrope, alors ~OL est isotrope off 

L = F(z)  avec z 2 + z = d. Par  eonsSquent, il existe (kl + l l z , . . . ,  kn + lnz) E L n 

non nul tel que 

Xl(kl ~- llZ) 2 -t- �9 " �9 -~ xn(kn Jr lnz) 2 = O. 

L'extension L / F  est quadrat ique car r est anisotrope. Un simple calcul montre 

que 

qO(kl,. . . ,  kn) = dqo(/1, . . . , In)  

et 

~o(l l , . . . ,  ln) = 0. 

Puisque ~o est anisotrope, on d~duit que 11 . . . .  l~ = 0 et donc kl . . . . .  

k~ = 0, une contradiction. Ainsi, ~F(r est anisotrope. | 

Les corollaires suivants sont imm6diats. 
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COROLLAIRE 3.1: Soient ~ une forme quadratique anisotrope totalement 

singuli~re de dimension >_ 2 e t r  une forme quadratique anisotrope de dimension 

> 2 et non singuli~re. Alors, ~F(r est anisotrope. 

Preuve: Supposons que ~F(r soit isotrope. Posons r ~ r  5_ r  pour r  

de dimension 2 et r  une forme quadratique. S i r  -- r  alors on utilise la 

proposition 3.3. Si d i m e  _> 3, alors F ( r 1 6 2 1 6 2  est transcendante pure [24, 

Lemma 1]. Ainsi, ~F(r est isotrope, une contradiction avec la proposition 3.3. 
| 

COROLLAIRE 3.2: Soient ~ une forme quadratique anisotrope de dimension >_ 3 

e t r  une forme quadratique anisotrope et non singuli~re de dimension >_ 2. Si 

(flF(*) est isotrope, a/ors F ( r 1 6 2  est transcendante pure. 

Preuve: Posons ~ = ~' 5_ ~" avec ~' non singuli~re et ~" totalement singuli~re. 

Par le corollaire 3.1 on a que ~F(r est anisotrope. Si ~F(r est isotrope, alors on 

obtient par [24, Corollary 2] que F(r162 est transcendante pure. | 

COROLLAIRE 3.3: Soient ~ une forme quadratique anisotrope totalement 

singuli~re et ~ une forme quadratique anisotrope de dimension ~ 2 qui n'est 

pas totalement singuliSre. Alors, 9~F(r est anisotrope. 

Preuve: Posons r = r  5_ r  avec r  non singuli~re de dimension > 2 et r  

totalement singuli~re. Si dim r = 2, alors le corollaire se d~duit de la proposition 

3.3. Supposons que d i m e  > 3 et que ~F(r soit isotrope. Par le corollaire 3.2 

F ( r 1 6 2 1 6 2  est transcendante pure. Ainsi, ~F(r est isotrope, une contra- 

diction avec le corollaire 3.1. | 

COROLLA/RE 3.4: Soient ~ une forme quadratique anisotrope de dimension >_ 3 

et r  forme quadratique anisotrope de dimension >_ 2 qui n'est pas totalement 

singuli~re. Si ~F(r est isotrope, alors F ( r 1 6 2  est transcendante pure. 

Preuve: Posons ~ -- ~' 5_ ~" avec ~' non singuli~re et ~" totalement singuli~re. 

Par le corollaire 3.3 " ~F(r est anisotrope. Si ~F(r est isotrope, alors on dSduit 

par [24, Corollary 2] que F ( r 1 6 2  est transcendante pure. | 

LEMME 3.1: Soit ~ = x [1, a] 5_ [y] une forme quadratique qui reprdsente z E F. 

Alors, [y] TM [z] ou bien il existe r �9 F tel que 9~ ~- [z, r] 5_ [y]. En particulier, si 

est isotrope de type (1, 1) a/ors ~ -= ]HI 5_ [y]. 

Preuye: Soient u, w E F 3 tels que ~(u) -- z et rad(B~) -- Fw. 
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(1) Si u E rad(B~,), alors il existe e E F tel que u = ew. Par  consequent, 

[y] = [z]. 
(2) Si u r rad(Be) ,  alors il existe v E F a tel que f :=  B~,(u, v) r O. La famille 

{u , f - i v ,  w} est libre. En effet, si ch/3, ,~ E F tels que c~u+/3f-lv+,~w = 0, on 

obtient que B~((~u + ~3f-iv + ;~w, u) = /3 f - lBe(u ,  v) = 0, et done/3  = 0. On 

en fair de m~me avec v pour  montrer  que a = 0 et done A = 0. Dans la base 

{~, f - b ,  ~}, on a ~ ~ [z, r] • IV] o~  r = : ( f - b ) .  
Si ~o est de type (1, 1), alors y 7 ~ 0. Si de plus ~o est isotrope, alors on d~duit 

par ce qui p%c~de que ~o ~ ]HI • [y]. | 

La  proposit ion suivante est l 'analogue du th~or~me de la sous-forme de Cassels- 

Pfister en carac%ristique r 2. On about i t  ~ cette proposit ion en utilisant un 

th~orbme de Baeza sur les normes des formes quadrat iques [51. 

PROPOSITION 3.4: Soient ~ E Wq(F)  anisotrope et r  forme q~ladratique 
anisotrope (non n~cessairement non singuli~re) telles que ~F(~ ) soit hyperbolique. 
Alors, r est faiblement dominde par  ~o. En particulier, dim r _< dim ~. 

Preuve: Modulo un scalaire, on peut  supposer que 1 E DF(~O). Posons 

r : [a l ,b l ]  •  [ar, br] • [el] J - " "  I [Cs], 
~l : [al,  bl] •  I [at, br], 

. - - [ c ~ ] •  . •  

et X1, Y i , . . . ,  Xr,  Yr, Z i , . . . ,  Z8 des variables sur F de sorte que 

t ~)(Xl ,  Y 1 , . . . ,  Xr, Yr, Z 1 , . . . ,  Zs) ~- E ( a i  X2 -~ XiYi Jv biYi 2) ~- cjZ 2. 
i=1 j = l  

Soient K = F(Z1, . . . ,  Zs) et L = F(X1,  Y i , . . . ,  Xr,  Yr). Sur N 2~+s on choisit 

un ordre lexicographique de sorte que ai  (resp. Cl) soit le coefficient dominant  

du polynSme r  Y1, . . . ,X~,Yr,  Z1, . . . ,Z~) lorsque r ~ 0 (resp. lorsque 

r = 0). Modulo un scalaire, on peut  supposer que ce coefficient dominant  

est ~gal ~ 1. Puisque ~g(~0) est hyperbolique, on d~duit que le polyn6me 

r  Y i , . . . ,  Xr, Y~, Z1, . . . ,  Zs) est un facteur de similitude de ~KL [5]. Puisque 

1 E DF(qO), le polyn6me 

r Y~,..., X~, Y~, zi , . . . ,  z~) 

est rep%sent~ par ~OKL. 
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(1) S i s  = 0. Alors ~L repr~sente le polyn6me r  Y1, - . - ,  X~, Y~). D 'apr~s  

[2, Satz 3.5], on d~duit que r est une sous-forme de ~o. 

(2) Si r = 0. Alors, ~OK repr~sente le polyn6me r  Z~). D'apr~s  [2, Satz 

3.4] on d~duit que r 4 ~. 

(3) Si r r 0 et s r 0. Alors d i m e  > 3. Puisque Cf(n) est isotrope, on 

d6duit que F(~I)(r est t ranscendante  pure (corollaire 3.4). Ainsi, ~F(n) 

est hyperbolique.  C o m m e  dans le cas (1), le polyn6me ~ [ _ l ( a i X  2 +XiY i  +biY~ 2) 

est repr~sent6 par  ~L. Par  consequent 

pour  une certaine forme quadra t ique  # [2, Satz 3.5]. Puisque 

i=1 j = l  

est repr6sent6 par  ~ -- ~ • # sur KL,  on d~duit que le po lyn6me ~ = 1  ejZ~ est 

represent6 par  # sur K [2, L e m m a  3.7]. Pa r  cons6quent, la forme quadra t ique  u 

est domin~e par  # [2, Satz 3.4]. D'ofi ~b est domin6e par  ~. I 

Le corollaire suivant est une consequence immedia te  de la proposi t ion 3.4. 

COROLLAIRE 3.5: Soient 7r une ?orme de Pfister  anisotrope et ~ E Wq(F)  

anisotrope. Alors, ~F(r) est hyperbolique si et seulement s i i l  existe une forme 

bilindaire ~ telle que ~ ~ ~ | 7r. 

Preuve: Par  la proposi t ion 3.4 il existe a E F* et r E Wq(F) tels que qo 

alr _l_ r  En repassant  de nouveau au corps F(~r), on obtient  que CF(~r) est 

hyperbolique.  On finit la preuve par  une simple induction sur la dimension de 

qo. I 

Preuve de la proposition 3.1: (1) S i r  est isotrope, alors ~r l 'est aussi. 

R~ciproquement ,  si ~r est isotrope, alors ~r est hyperbol ique et donc l 'espace 

sous-jacent ~ 7r contient un sous-espace to ta lement  isotrope de dimension 2 n 

[3, Theorem 4.6, Page 17]. Puisque dim r > 2 n et que r est faiblement domin~e 

par  r ,  on d~duit que r est isotrope. 

(2) Supposons que r = [cl] • " "  _1_ [Cs] soit voisine de Ir E PnF. I1 existe 

a E F* tel que a~r ~- [cl, d l ]  _l_ - . -  • [Cs, d~] • 5 pour  certains d l , . . . ,  ds E F et 

E Wq(F).  On a 2 d i m e  > dim~r = 2 d i m e  + dim(~, et donc d im5  < 0, une 

contradiction.  
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(3) Puisque CF(~) est voisine de WF(~) qui est isotrope, on d6duit par l'assertion 

(1) que Cg(~) est isotrope. 

(4) D'apr6s l'assertion (1) il suffit de traiter le cas oh r est anisotrope. Sup- 

posons que r soit anisotrope et voisine de ~1 et w2- Lorsque d i m e  = 2, on a que 

r est semblable h 7fl et ~2. Par cons6quent, 7rl et ~2 sont semblables et donc 

7rl ~ 7~2. Supposons que d i m e  _> 3. Par l'assertion (3) CF(~) est isotrope et 

donc l'extension F(~r2)(r est transcendante pure (corolla• 3.4). Puisque 

(wl)F(r est isotrope, on a (Wl)F(~) isotrope et donc hyperbolique. De la mSme 

mani6re on a (W2)F(~) hyperbolique. Par la proposition 3.4 on d6duit que 70 est 

semblable s 7t 2 et donc Wl ~ 7r2. 

(5) C'est une simple cons6quence de la proposition 3.4 et de la d6finition d'une 

forme voisine. I 

Preuve de la proposition 3.2: Soit r une forme quadratique anisotrope telle 

que 2 G d i m e  _< 8. Si r est voisine, alors r n'est pas totalement singuli6re 

(proposition 3.1 (2)). 

(1) Si d i m e  �9 {2, 3} et r est voisine, alors r est de type (1, 0) (resp. de type 

(1, 1)) lorsque d i m e  = 2 (resp. lorsque d i m e  = 3). La r6ciproque est 6vidente. 

(2) S i r  est voisine de dimension 4 de ~r. Puisque 2 d i m e  > dimTr, on d6duit 

que dim~ = 4 et donc r �9 GP1F. 
(3) S i r  est de dimension 5 qui n'est pas totalement singuli6re, alors r est de 

type (2, 1) ou (1, 3). 

(i) Si r est de type (2, 1). Ecrivons r = a [1, b] • c [1, d] • [e]. D'apr6s [24, 

Lemma 2], on a C0(C) ~ [b, ae) | [d, ce). Si r est voisine, alors il existe a �9 F 

et/3 �9 F* tels que 

On a 

~r := a [1,b] • c[1,d] 2 e [1,a] •  b + d +  ~] e GPsF. 

C(70 ~ [b, a) | [d, c) | [a, e) | [b + d + a,/3) ~ 0. 

Ainsi, C0(r ~ [b+d+a,e/3), et donc indC0(r < 2. R6ciproquement, si 

indC0(r _< 2 alors il existe x C F et y C F* tels que C0(r ~ [x,y). Soit 

=ae[1, b] • ce[1,d] • [1, b + d +  x] • y[1, x]. O n a ~ � 9  et C(~) ~ 0 .  

D'apr6s [3, Page 129], on a que ~ �9 PsF. Par cons6quent ~ est voisine de ~. 

(ii) S i r  est de type (1, 3). Modulo un scala• on suppose que r = a [1, x] • 

[a] _1_ [/3] • [1]. Posons L = F(vf~,  v~) .  Si r est voisine, alors il existe y, z E g 

tels que 

7~ := a [1,x] • a [1,y] •  [1, z] • [1 ,x+y+z]  �9 P2F. 
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O n  a 

~ [x, a) b ,  |  [z,/3) ~ 0. 

Par consequent, [x, a)(~F L ,-~ 0. Rhciproquement, supposons que [x, a )QF  L ~ 0. 
Puisque r est anisotrope, la forme [a] • [fl] 2 [1] l 'est aussi, et donc [L:  F] = 4 

(proposition 4.7). On obtient par [1, Theorem 28, page 108] qu'il existe u, v E 

F tel que Ix, a) ~ [U ,a ) |  [v,/3). On a 7r := a l l , x ]  • a[1,u]  • /311,v] • 
[1, x + u + v] C IWq(F) et C(~r) ~ 0. Ainsi, 1r C P2F et r est voisine de 7r. 

(4) (i) Si r est non singuli~re de dimension 6. Posons A( r  = A e t  n = 

F ( p - l ( A ) ) .  Supposons que r soit une voisine. Alors, il existe { une forme de 

dimension 2 non singuli~re telle que 7r := r • ~ C GP2F. Puisque A(~) = A 

on d~duit que ~L est isotrope et donc 71" L est hyperbolique. Ainsi, eL est aussi 

hyperbolique. R~ciproquement, supposons que eL soit hyperbolique. D'apr~s [3, 

Theorem 4.2, Page 121], il existe x, y, z ~ F* tel que r ~ (x, y, z} | [1, A]. I1 est 

clair que r est voisine de {1, xy, xz, yz} @ [1, A]. 

(ii) S i r  est singuli~re de dimension 6. Supposons que r soit une voisine, alors 
r est de type (2, 2) car sinon r dominerait  une voisine totalement singuli~re de 

dimension 5, ce qui n'est pas possible. Modulo un scalaire, on peut supposer 

que r = { Z [a] • [1] avec { une forme non singuli~re de dimension 4. I1 existe 

x �9 F t e l q u e ~  J_ a[1,x] s [ 1 , x + A ( ~ ) ]  �9 PhF. On a t ( { )  ~ [x,a). Posons 

= a [1, r] •  [1, s]. Ainsi,  

(2) [r, c~) | [s,/3) ~ [x, a) .  

D'apr~s [4], [15], [29] il existe z �9 F ,  u, v �9 F* tel que 

(3) [n = [z, = [z, v ) .  

De l'~quation (3), on obtient 

(4) [1, r] • a [1, r] ~ [1, z] • u [1, z] 

et 

(5) [1, s] •  [1, s] -~ [1, z] • v [1, z]. 

En a joutant  les ~quations (4) et (5), on obtient 

(6) ~ ~ u[1, z] • v [1, z] • [1, r + s]. 

Dans l '~quation (6) on ajoute de part  et d 'autre  la forme [1] • [a] et on utilise 

le lemme 3.1 et la simplification de Wi t t  (proposition 4.1) pour d~duire que 
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r ~ u [1, z] i v [1, z] i [1] • [a]. En  eombinant  les 6quations (2) et (3), on d~duit 

que w := u [1, z] • v [1, z] E G P I F  est hyperbolique sur F(v#d). R6ciproquement,  

supposons qu'il existe ~- C G P ~ F  tel que ~b ~ r • [a] i [b] et rF(,/~) soit 

hyperbolique. D'apr~s [2, Page 182] on a T ~ r (a,b) | [1, s] pour  r C F* et 

s C F .  I1 est clair que ~b est voisine de ((ab, r, s]] C P2F. 

(5) Si ~b est voisine de dimension 7. Alors ~b est n~eessairement de type (3, 1) 

car sinon ~b dominerai t  une voisine tota lement  singuli~re de dimension 5, ce qui 

n'est pas possible. Posons ~b = ~ • [a] avec ~ de dimension 6 non singuli~re. 

Ainsi, 7r := a~ • [1, A(~)] E PsF,  et done C(Tr) ~ C(a~) ~ Co(~b) ~ 0 [24, 

Lemma 2]. La r6ciproque est une cons6quence de [3, Page 129]. 

(6) Si ~b est de dimension 8 et voisine de 7r. Puisque 2 dim~b > dimTr, on d6duit 

que dimTr = 8 et done ~b C G P s F .  La r6ciproque est @idente. 1 

4. R~sultats pr~liminaires 

On "ca utiliser de mani~re cruciale une g6n6ralisation de la simplification de Witt .  

Ce r6sultat a 6t6 6tabli dans une version plus g6n6rale par Knebusch dans le cas 

des modules quadrat iques libres sur un anneau local [14, Proposi t ion 1.2]. 

PROPOSITION 4.1 ([14, Proposi t ion 1.2]): Soient 99 et ~ deux  formes quadra- 

tiques (non ngcessairement non singuli~res) et 71 E Wq(F)  telles que 99 • 7 I ~- 

En utilisant la proposit ion 4.1 i l e s t  clair qu 'une forme non singuli~re 99 est 

hyperbolique si et seulement si 99 ~ 0. 

LEMME 4.1 : Soient a, b E F avec b # O. La forme quadratique [1, a] • b [1, a] est 

anisotrope si et se~llement si l'alg6bre de quaternions [a, b) est ~ division. 

Preuve: On a C([1, a] • b [1, a]) ~ [a,b) et done si [a,b) est ~ division, alors 

[1, a] 3_ b [1, a] est anisotrope. R6ciproquement,  si [a, b) n 'est  pas ~ division alors 

[a, b) ~ 0 et par [3, Page 129] [1, a] • b [1, a] est hyperbolique. | 

PROPOSITION 4.2: Soient 'r = [a, b] • ~ et 0 = [at 2 + t + b] 3_ ~F(t). Supposons 

que dim ~ >_ 1 et que ~ soit anisotrope. Alors, 0 est anisotrope sur F( t )  le corps 

des fractions rationnelles en la variable t s~r F,  et les corps F ( r  et F(t)(O) sont 

isornorphes. 

Preuve: Voir [24, Proposi t ion 4] et sa preuve. I 

Le lemme suivant est bien connu, on le rappelle sans d6monstrat ion.  
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LEMME 4.2: Soient 99, r E Wq(F),  c l , . . . ,  Cm et z l , . . . ,  zm E F tels que 

i [~,] 3_ . . .  l [~.] - r 3_ [z~] l . . .  l b ~ ] -  

Alors, les familles {ct , . . . ,Cm} et { z l , . . . , Z m }  engendrent le m~me F2-espace 

yectorieL 

Le lemme suivant g4n4ralise [26, Chapter 2, Lemma 14.2] ~ la caract4ristique 

2. 

LEMME 4.3: Soient ~ une forme quadratique anisotrope non singulibre de 

dimension 4 et L -- F(~o-I(A(~))) .  Alors, ~L est anisotrope. 

Preuve: Posons A = A(~).  

(1) Si A E ~(F),  alors ~ E G P 1 F e t  L = F. O n a p a r  h y p o t h ~ s e q u e ~ e s t  

anisotrope. 

(2) Si A r [3(F). Puisque / ~ ( ~ L )  E p(L), on a ~L E GPIL. Si ~L est isotrope 

alors elle est hyperbolique. Par le corollaire 3.5 on obtient que ~ ~ ~| A] pour 

une certaine forme bilin4aire ~ de dimension 2, et donc ~ E GP1F et A E ~9(F), 

une contradiction. I 

La proposition suivante g4n4ralise s la caract4ristique 2 un r4sultat de 

Fitzgerald [6] sur le noyau de Witt  du corps des fonctions d'une forme de 

dimension 4. 

PROPOSITION 4.3: Soient r  forme quadratique anisotrope non singulibre de 

dimension 4 et 7r E P2F anisotrope. Alors, ~rF(~) est isotrope si et seulement si 

7r ~- a (1,/3) | r pour certains a E F* et fl E DF([1, A(r 

Preuve: Posons A(r  = A. Puisque 7t'F(r est isotrope on obtient 71"F(%b ) ~'~ 0. 

Soit a E DF(r Par la multiplicativit4 d'une forme de Pfister et la proposition 

3.4, il existe une forme 7/de dimension 4 tel que 

(7) ~ ==- a r  3_ ~. 

En particulier, A(~/) = A et C(a r  ~ C(7/). D'apr~s [23, Proposition 3.3] il 

existe ~ E F* tel que r/ = fiche. On obtient C(~/) .-~ [A,/3) + C(c~r Ainsi, 

I/k, j3) ~ 0, et donc ~ E DE(J1, A]). La r~ciproque est ~vidente. I 
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LEMME 4.4: Soient ~ = [1, a] • b [1, a] C P1F anisotrope et ~bl, r deux formes 

quadratiques de dimensions 3 qui sont domin6es par ~o. Alors, r et r sont 

semblables. 

Preuve: Les formes r et r sont ndcessairement de type (1, 1). Pour i = 1, 2, 

posons r = [as] • fls [1, k~] avec as, fls, ks E F*. Puisque Cs est domin~e par ~, 

on obtient que 

--- - s  [1, ks] • Zs [1, 

pour Is E F*. Puisque ~ est multiplicative, on ddduit que 

Ainsi, 

9~ ~ [1, ks] • asfls [1, ks]. 

[1] • [1, kl] • al/~1 [1, kl] == [1] • [1, k2] A_ a2/~2 [1, k2]. 

Par le lemme 3.1, on obtient que 

[1] Z H • a l f l l  [1, kl] ~ [1] • ~ Z ~2Z2 [1, k2]. 

Par la simplification de Wit t  (proposition 4.1), on ddduit que r TM a la2r  
| 

Pour ~tudier l 'isotropie d 'une forme qo anisotrope de dimension 4 et de type 

(1,2) (resp. de dimension 3 et de type (0,3)), on va considdrer de manibre 
gdndrique ~ comme une sous-forme d 'une forme non voisine anisotrope de dimen- 

sion 5 et de type (2, 1) (resp. de dimension 4 et de type (1, 2)). Les propositions 
4.4 et 4.5 vont nous permettre  ceci. 

PROPOSITION 4.4: Soit 9~ = x [1, a] Z [y] Z [z] une forme quadratique anisotrope 

sur F. Alors, la forme d'Albert 7 -- x[1,a] & y [ 1 , t  -1] I z[1,  a + t  -1] est 

anisotrope sur F( (t) ) le corps des s~ries formelles en la variable t sur F. 

Preuve: On suppose que 3' est isotrope. On obtient 

(8) x ( f  2 + f l f2  + a f  2) + y(f2 + f3f4 + t - l  f24) + z ( f  2 + fsf6 + (a + t-1)f~) = 0 

pour certains f l , . . . ,  f6 C F((t))  non tous nuls. On peut supposer q u e f l , - . - ,  f6 

C F [[t]] et ne sont pas tous divisibles par t. En multipliant l 'dquation (8) par t 

et en rdduisant modulo t, on obtient 

y / 4 ( o )  + 2 --  o.  
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Puisque [y] • [z] est anisotrope, on ddduit que A et f6 sont divisibles par  t. En 

subst i tuant  f4 = t fr  et f6 = t fs dans l 'dquation (8) et en rdduisant modulo t, on 

obtient  

x ( f l (0 )  2 + f l (0) f2(0)  + af2(O) 2) § y f3(0) 2 + z f5(0) 2 = O. 

Puisque x [1, a] 3_ [y] • [z] est anisotrope, on ddduit q u e f l ,  fs,  f3, f5 sont tous 

divisibles par  t. Par  consdquent, f l , . . . , f 6  sont tous divisibles par t, ce qui 

contredit  notre hypoth6se. Ainsi, "y est anisotrope. | 

De la proposit ion 4.4 on d6duit le corollaire suivant. 

COROLLAIRE 4.1: Avec les m~mes notations et hypotheses que dans la proposi- 

tion 4.4, la forme 0 := x [1, a] • [z] • y [1, t -1] est non voisine et anisotrope sur 

F((t)).  

Preuve: Soit V comme dans la proposit ion 4.4. On a C(7)  ~ Co(O) et 0 est 

domin~e par % Puisque ")' est anisotrope, alors 0 l 'est aussi et ind C(3') = 4. Par  

la proposit ion 3.2 (3) 0 n'est  pas voisine. | 

PROPOSITION 4.5: Soit [x] • [y] • [1] une forme quadratique anisotrope sur F. 

Alors, la forme x [1, t -1] • [y] • [1] est anisotrope s~lr F((t)) .  

Preuve: On fair la m6me preuve que celle de la proposit ion 4.4. II 

Pour  l ' isotropie d 'une forme de dimension 4 et de type (1, 2), on aura aussi 

besoin de la proposit ion suivante. 

PROPOSITION 4.6: Soit ~o une forme quadratique de dimension 4, de type (1, 2) et 

d'espace sous-jacent V. Soient u, v, w C V deux g deux orthogonaux. Supposons 

que la famiIle {u, v, w} soit libre. Alors, la forme [~o(u)] • [~o(v)] 3_ [~o(w)] est 

dominde par ~o. 

Preuve: Posons W = Fu �9 Fv @ Fw. Soient el,  e2 une base du rad(Br  Si el 

ou e2 r W (par exemple el) ,  alors il est clair que la famille {el, u, v, w} est libre 

et donc ~ est to ta lement  singuli~re, une contradiction. Ainsi, rad(B~) C W. Soit 

g E V tel que W = F g  @ rad(B~).  Ainsi, la restriction de ~ ~ W implique que 

(9) [ { (u ) ]  • • = • • 

Puisque g r rad(B~,), il existe g' e V tel que B~,(g,g') r 0 (g scalaire pros, 

on peut  supposer que B~,(g,g') = 1). I1 est facile de voir que {g',g, el, e2} est 
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libre. Ainsi, qo ~ [~o(9),~o(g')] • [qo(el)] • [~o(e2)], et done par l'6quation (9) 
[qo(u)] • [qo(v)] • [qo(w)] est domin6e par qo. | 

On d6duit le corollaire suivant. 

COROLLAIRE 4 . 2 :  Soit ~o une forme quadratique anisotrope de dimension 4, de 

type (1, 2) et d'espaee sous-jacent V. Soient u, v �9 V tels que la famille {u, v} 

soit libre, B~(u, v) = 0 et ~o(u) = d~o(v) pour un certain d �9 F.  Alors, il existe 

r  forme de dimension 3 totalement singulibre qui domine [1] • [d]et qui est 

faiblement domin6e par ~. 

Preuve: Posons W = Fu  | Fv. Soient e,,e2 une base du rad(B~). Si W = 

rad(B~), alors la proposition est 6vidente. Supposons que rad(B~) g W. Alors, 

el ou e2 ~ W (par exemple el). Clairement, la famille {el, u, v} est libre, et la 
forme [1] • [d] est faiblement domin6e par r := [~o(el)] • [~o(u)] • [~o(v)]. La 

proposition 4.6 appliqu6e g la famille {el, u, v} implique que ~b est domin6e par 
g). | 

On donne certaines remarques concernant le lien entre les formes de Exc(F) 
et les extensions multiquadratiques ins6parables. 

PROPOSITION 4.7: Soit ~o = [1] 3_ [51] • [52]. Alors, on a dquivalence entre: 

(1) p e s t  anisotrope; 

(2) [F (v /~ ,  v f ~ ) :  F] = 4. 

Preuve: Ceci puisque [F(v/-~, v/-~):  F] _< 2 si et seulement si x/~7 �9 F ( v / ~  ) 
ou ~ �9 F(Vr&7) si et seulement si ~o est isotrope. | 

COROLLAIRE 4.3: Soit ~0 = [1] 2_ [51] I [52] • [53] anisotrope. 

(1) On a que [1] • [51] • [52] est isotrope sur F ( v Z ~  ) si et seulement si 

c F ( v < ,  
(2) s/[1] • [51] • [5,] est isotrope sur F(, /a-;) ,   orme [1] • [sj] • [ski 

est isotrope sur F(v/-&-7 ) pour tout i C {1, 2, 3} et j, k c {1, 2, 3} - {i}. 

(3) Si ~o • nxc(F),  alors [F(v/~7, vZ~, v / ~ ) :  F] = 8. 

Preuve: (1) Posons r = [1] • [51] • [52]. Par la proposition 4.7, on a 

[F(v/-67, V ~ ) :  F] = 4, de plus on a [ F ( v ~ ) :  F] = 2. De nouveau par la 
proposition 4.7 on a ~b anisotrope sur F(v/ -~  ) si et seulement si 

[F (v /~ ,  v/-~, x / ~ ) :  F (v / ~ ) ]  = 4. 
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Ainsi, r anisotrope sur F(x/~-~ ) si et seulement si [ F ( v / ~  , x/r~, x / ~ ) :  F]  --- 8, 

c'est-s r anisotrope sur F ( v / ~  ) si et seulement si ~ r F ( x f l ~ ,  v/-&-~). 

(2) Par  l 'assertion (1), on a F ( v / ~  , x / ~ )  = F ( v / ~ ,  vZ~,  x/~3) �9 Puisque 

[ F ( x / ~ ,  x / ~ ) :  F]  = 4, on obtient  F ( x / ~  , v/-~) = F ( x / ~  , v / ~ ,  v/-~). En par- 

ticulier, v z ~  e F (x / r~ ,  v / ~ )  et donc [1] • [a2] l [c~3] est isotrope sur F ( x / ~  ). 

De m6me on montre  que [1] • [a~] _1_ [a3] est isotrope sur F ( x / ~  ). 

(3) C'est la m6me preuve que celle de l 'assertion (1). | 

LEMME 4.5: Soient r une forme anisotrope totalement singuli~re de dimension 

>_ 3, ~ une sous-forme de r de dimension >_ 2. Soit qo une forme quadratique 

~elle que ~F(r soit isotrope. A/ors, (~::~F(rt) est isotrope. 

Preuve: Posons n = d i m ~  et k = d i m e .  Par  induction sur l 'entier d i m e  - 

dim~,  il suffit de prouver le lemme lorsque d i m e  = d im~ /+  1. Posons r = 

[all •  • [ak] et ~/= [all •  Z [ak-1]. Soient X 2 , . . . ,  Xk des variables sur F ,  

K = F ( X 2 , . . . ,  Xk) et d = -a-~l(a2X~+ .. .+akX 2) de sorte que F ( r  = g ( v / d ) .  

Supposons que ~F(r soit isotrope. Soit u = (cq +~1 v/d, �9 �9 -, an+ f in  x/~) E F ( r  ~ 

non nul tel que ~(u) = 0. Quit te  ~ r6.duire aux m~mes d6nominateurs,  on peut  

supposer que ai ,  fii E F IX2, . . . ,  Xk]. Apr~s simplification, on peut  supposer que 

les ai, ~i ne sont pas tous divisibles par Xk. Remarquons que le corps F(~)  se 

d~duit de F ( r  en sp~cialisant Xk en 0_ Pour  finir on spficialise Xk en 0 dans 

l '~quation ~(u) = 0. | 

Les deux r~sultats suivants nous seront utiles pour l ' isotropie d 'une forme 

d 'Albert .  

PROPOSITION 4.8: Soient ~ une forme d'Albert anisotrope et r -- 

[1] _l_ [all J- [a2] • [a3] anisotrope. On suppose que [ F ( v ~  , v r~ ,  v ~ )  : F] = 

8. Alors, ~g(r est anisotrope. En particulier, ~ est anisotrope sur le corps 

des fonctions d'une forme totalement singldi~re anisotrope de dimension 4 qui 

n'appartient pas/~ GExc(F) .  

Preuve: Soit D l 'alg[bre ~ division ~quivalente ~ C(~p). Supposons que PF(r soit 

isotrope. D'apr[s  le th~or[me 5.1 (1) l'alg~bre D contient un sous-corps isomor- 

phe s L := F(x /~ l ,x /a2 ,  x/~3), une contradict ion car i n d D  = 4 et 

[L : F] = 8. La deuxi~me affirmation du corollaire est une simple consequence 

de la premiere et du corollaire 4.3 (3). | 
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PROPOSITION 4.9: Soit r = [1] • [a] 2, [b] • [c] 2_ [d] anisotrope. Alors: 

(1) v'~ ou v/d r F(v'-d, v~). 

(2) Une forme d'Albert anisotrope reste anisotrope sur F(r  

Preuve: (1) Puisque r est anisotrope, on d~duit que les 41~ments 

1, a, b, c et d sont lindairement inddpendants sur F 2 (= {x 2 [ x C F}).  Comme 

[F2(a,b) : F 2] <_ 4, on d4duit que c et d n 'appart iennent  pas t ous l e s  deux g 

F2(a,  b), c'est-g-dire, v ~ ou ~ {g F(v/-~, v~). 

(2) Par l 'assertion (1) supposons que v/~ r F ( v ~  , v~). Puisque [F(x/~ , x/~) : 

F] = 4, on a alors [ F ( v ~  , v/b, x/~) : F] = 8 et par la proposition 4.8 une forme 
d'Albert  reste anisotrope sur rl := [1] 2. [a] 2. [b] • [c], en particulier elle reste 

anisotrope sur F(~o) par le lemme 4.5. | 

Le %sultat  suivant permet de simplifier l 'isotropie sur le corps des fonctions 
d 'une forme quadratique de type exceptionnel. 

PROPOSITION 4.10: Soit r = [1] 2_ [c~1] 2, [a2] 3_ [c~3] C Exc(F)  avec r I := 

[1] 2, [all 2, [~2] isotrope sur F(v/ES ). Alors, ~F(r est isotrope. 

Preuye: Par la d~finition du corps F ( r  on d~duit que ~/F(r reprSsente a3. On 
~crit 

(lo) oz3 = f02 + oqf?  + a2f2 2 

pour certains f0, f l ,  f2 E F ( r  Puisque ~/F(VaT) est isotrope, on d~duit par le 
corollaire 4.3 (1) que an est rep%sent6, par [1] 2 [all s [a2] 2 [oela2] sur F.  On 
4crit 

(11) = +  191 + - 2 g l  +  1 2gl 

pour certains go, gl,g2,g3 E F. Puisque r est anisotrope, on d~duit que g3 

0. En a joutant  les ~quations (10) et (11), on d~duit que alC~2 est rep%sent~ 

par rlF(r ). Ainsi, [1] 3_ [all 2 [c~2] • [alC~2] est isotrope sur F ( r  et done 

[F(r V r ~ ) :  F ( r  < 4. Par la proposition 4.7 on obtient que r/F(r est 
isotrope. | 

Un des outils qu'on va utiliser dans ce papier est la th~orie de %duction de 

Springer en p%sence d'une valuation discrete en caract6ristique 2 [28]. Pour la 

commodit6 du lecteur on donne quelques rappels sur cette th~orie [5, Page 1341], 

[22, Section 2 et 3]. En effet, soient K un corps commutat i f  de caract6ristique 

2 Hens61ien pour une valuation discrete, d 'anneau de valuation A e t  de corps 
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r6siduel k = A/TrA avec 7r une uniformisante, et ~ une K-forme quadrat ique 

anisotrope, qui peut  ~tre singuli~re, d 'espace sous-jacent V. Pour  i = 0, 1, 2, on 

ddfinit Mi = {x C V I ~(x) C lriA}. Ces ensembles v~rifient M2 C M1 C M0, et 

sont des A-modules.  On ddfinit respectivement sur Vo :=  Mo/MI et V1 :=  M1/M2 
les k-formes quadratiques ~Vo(x+M1) = ~(x)+TrA et ~vl(y+M2) = 7r-l~(y)+TrA 
pour (x ,y)  E Mo • M1. Les k-formes quadratiques ~o et ~Vl sont anisotropes 

et appel6es respectivement la premiere et la seconde forme r6siduelle de ~. Ces 

formes r6siduelles ne d6pendent que de la classe d'isomdtrie de ~ (et elles peuvent 

5tre singuli~res). Si de plus ~ est non singuli~re, alors dimk Vo + dimk V1 = 

dimK V. Cette derni~re dgalit~ est aussi vraie si ~ est singuli~re et [K : K 2] = 

2[k :  k 2] [22, Section 2]. 

Pour  notre cas, on va prendre pour  K le corps K = E((t)) avec E un corps 

contenant  F .  Sans le pr6ciser dans les d~monstrations, on ne consid~re sur K 

que la valuation t-adique. 

Voici un r~sultat g6nSral qu 'on  va utiliser pour la suite. 

PROPOSITION 4.11: Soient ~ G Wq(F) e t r  = [al] • " -  2 [a,~] deux formes 
quadratiques sur  F. Soient u l , . . . , u n  e F((t)) et ~ ,me forme s,tr F((t)) tels 
que ~ :=  rt~(~ •  2 al [1, ~tl] J _ . . .  • a~ [1, u~]) soit anisotrope sur F( (t) ) avec 

= 0 ou 1 e t r  ~ F [[t]] une unit& Soit ~+~ la (~ + 1)-i~me forme r~siduelle 
de 9~ (pour la valuation t-adique) et r' la classe rdsiduelle de r. A1ors, l'espace 
sous-jacent ~ ~+~ contient un sous-espace auquel la restriction de ~r est la 

forme r'(~ 3_ r  

Preuve: On va faire la preuve dans le cas e -- 0. L 'a rgument  est le m~me 

pour  le c a s e  = 1. Notons V, W et U les sous-espaces sous-jacents ~ ~, ~ et r 

respectivement. Pour  k c {0, 1}, soient 

Vk = {v e V l~a(v) e tkF[[t]]}, 

Wk = {v �9 W | F((t)) I y(v) C tkF[[t]]}, 

Uk = {v C V | F((t)) I r E tkF[[t]]}. 

On peut  voir Wo/W1 et Uo/U~ comme des sous-espaces vectoriels de Vo/V1. Les 

premieres formes r6siduelles de r~F((t)) et rCF((t)) s0nt respectivement r'~ le t  r ' r  

Puisque ~/ _L r est anisotrope (car ~ l 'est aussi), on obtient par [22, Lemma 2] 

que (Wo/W1) N (Uo/U1) = {0} et que la restriction de ~1 ~ Wo/W1 �9 Uo/U1 est 

la forme r l ( r / •  r  | 
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5. D ~ m o n s t r a t i o n s  

Pour  les d6monstrat ions,  la strat6gie est la suivantc. On commence  par  d6montrer  

le th~orbme 1.l,  puis on se base sur ce th~,orbme pour  d~montrer  le th~,or6me 1.2. 

La d~monst ra t ion  du th~orbme 1.3 sera faite de manibre directe. Pour  d6montrer  

le th~or~me 1.4 (resp. le th6orbme 1.5 dans le cas d 'une forme to ta lement  sin- 

guli~re de dimension 3) on se ramSne de mani~re g~n6rique au cas d 'une  forme 

anisotrope non voisine, de dimension 5 et de type  (2, 1) (resp. on se ram~ne de 

maniSre g~n6rique au cas d 'une forme de dimension 4 et de type  (1,2)).  Les 

d~monstra t ions  seront faites cas par  cas. 

I1 est clair que si ~) et ~b sont deux formes quadra t iques  anisotropes telles que 

~b soit faiblement domin~e par  ~ ou si ~b E P1F et ~) domine une voisine de ~b, 

alors ~)g(r est isotrope. Ainsi, on va 6viter de repr~ciser ceci dans la Inajorit6 

des prcuves. 

1 - DI~MONSTRATION DU T H I ~ O R E M E  1.1. D 'aprbs  le th~or~me de Jacobson 

[13], [23] on salt que deux formes d 'Alber t  associ~es g une m~me alg~bre de 

biquaternions sont semblables.  Pour  6tudier l ' isotropie d 'une  forme d 'Alber t ,  on 

va utiliser de mani~re f%quente ce %sul ta t  de Jacobson.  Aussi, on va utiliser 

le thSor~me de r~duction d' indice d 'une  alg~bre simple centrale sur le corps des 

fonctions d 'une  quadrique en caxactdristique 2 [24]. Ce t te  m~thode a 6,t~ utilis6e 

par  l ' au teur  [18] pour  re t rouver  le r6sultat  de Leep [20]. Mais ici la s i tuat ion est 

plus compliqu~e. On commence  par  rappel ler  le th6orb, me de %duct ion d' indice 

en caract~rist ique 2. 

THI~OR~M 5.1 ([24, L e m m a  3, Theorem 3 et 4]): Soient F u n  corps commutati f  

de caract&istique 2, D u n e  F-alg~.bre centrale ~ division de dimension finie, ~b 

une forme quadratiquc anisotrope de dimension > 2. Alors, on a: 

(1) Supposons ~b = [al] 2 . . -  2 [am] i [1]. Alors DF(r n 'es t  pas ~ division si 

et seulement si D contient un sous-corps isomorphe ~ F ( v / ~ , . . .  , x/~m). 

(2) Supposons que Ib = a~ [1,bl] 2 . . -  • an [1,bn] 2 [Cl] 3_ . . .  2 [Cm] 2 [1] 

avec m _> 0. Alors, DF(r n'est pas  & division si et seulement si D contient une 

sous-algObre isomorphe a [b~, al)  |  | [b~, an) | F(x/cT, �9 �9 v/U~.~). 

(3) Supposons que ~b soit non singu]i&e. Alors: 

(i) Si A(~b) E ga(F), a/ors D~(r n'est pas ~ division si et seulement si M2(D)  

contient une sous-alg6bre isomorphe ~ C(~b). 

(ii) Si A(~b) ~ ga(F), a/ors DF(r n'est pas ~ division si et seulement si D 

contient une sous-alg~bre isomorphe ~ Co(~b). 

Soient ~o et ~b comme dans le thdor~me 1.1. Puisque 9~ est anisotrope,  on a 
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ind C(~) = 4. Soit D u n e  alg~bre ~ division v~rifiant C(~) N D. Si ~OF(C) est 

isotrope, alors ind DR(C) _~ 2. 

PROPOSITION 5.1: Soit r une forme quadratique anisotrope qui est de l'un des 

types suivants: 

(1) r est totalement singulibre de dimension 4 n'appartenant pas ~ GExc(F), 

(2) r est voisine de dimension 5, 

(3) ~ est de dimension 5 non voisine et de type (r, s) avec s ~_ 2, 

(4) r est de dimension 6 mais pas d'Albert, 

(5) dim r _> 7. 

Alors, qOE(C) est anisotrope. 

Preuve: Soit r comme dans la proposition. 

(1) Supposons que r soit totalement singuli~re de dimension 4 n'appartenant 

pas ~ GExc(F): Par la proposition 4.8 on a que ~OE(C) est anisotrope. 

(2) Supposons que ~ soit une voisine de dimension 5: Soit ~r E P2F la forrne 

correspondante. On a que CF(~) est isotrope. Si ~F(C) est isotrope, alors ~F(~) 
l'est aussi. Par le th~or~me 5.1 (3)(i) M2 (D) eontient une sous-alg~bre isomorphe 

C(0r). Or dimE C(0r) = 2 s > dimE M2(D), une contradiction. 

(3) Supposons que r soit de dimension 5 et de type (r, s) avec s > 2 mais non 

voisine: Alors, modulo un scalaire ~ ~ [1] Z [a] • [/3] • ~ pour ~ une forme de 

dimension 2. 
(3.1) Si ~ est singuli~re, alors par la proposition 4.9 ~E(C) est anisotrope. 

(3.2) Si ~ est non singuli~re. Posons ~ = a [1, b]. Si ~OF(C) est isotrope, alors le 

th~or~me 5.1 (2) implique que D eontient une sous-alg~bre isomorphe g [b, a) ~ f  

F ( v ~ ,  x/fi). Puisque [F(v/-~, v~)  : F] = 4 (proposition 4.7), on obtient D =~ 

[b, a) | F(x/~, v~) ,  une contradiction. 
(4) Supposons que r soit de dimension 6 mais pas d'Albert: 
(4.1) S i r  est totalement singuli~re. Soit ~ une sous-forme de r de dimension 

5. Par la proposition 4.9 TF(n) est anisotrope, et donc par le lemme 4.5 ~E(C) 

est anisotrope. 

(4.2) Si r est singuli~re mais pas totatement singuli~re. Alors, r domine une 

forme # qui n'est pas totalelnent singuli~re, de dimension 5 et de type (r, s) avec 

s > 2. Par le corollaire 3.4 l'extension F ( # ) ( r  est transcendante pure. 

Par les cas (2) et (3), la forme ~f(~) est anisotrope, et donc TE(C) est aussi 

anisotrope. 
(4.3) S i r  est non singuli~re. Puisque dime Co(r = 25 > dimE D, l'alg~bre 

D ne peut contenir une sous-alg~bre isomorphe ~ C0(r Ainsi, le th~or~me 5.1 

(3)(ii) implique que ~f(C) est anisotrope. 
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(5) Si r est de dimension au moins 7. 
(5.1) Si r est totalement singuli~re, alors r domine une forme A totalement 

singuli~re de dimension 5. Par le cas (3.1) la forme ~OF(~) est anisotrope, et donc 

par le lemme 4.5 99F(r est anisotrope. 

(5.2) Si r n'est pas totalement singuli~re, alors r domine une forme u de 

dimension 5 qui n'est pas totalement singuli~re, de type (r, s) avec s > 2. Par le 

corollaire 3.4 l'extension F(~,)(r est transcendante pure. Par les cas (2) 

et (3) la forme ~F(v) est anisotrope, et donc 9~F(r est anisotrope. | 

A cette ~tape la premiere assertion du th~or~me est d~montr~e. 

PROPOSITION 5.2: Soit r  forme anisotrope telle que d i m e  E {2, 3, 4, 5, 6} et 

que r  soit ni de type (I) ni dans GP1F ni totalement singuli~re de dimension 

4. Alors, 9~F(r est isotrope si et seulement s i r  est faiblement dominde par ~. 

Preuve: Soit r comme dans la proposition. Supposons que ~F(r soit isotrope. 

(1) S i r  est une forme d'Albert: Par le th~orhme 5.1 (3)(i) M2(D) contient 

une sous-alg~bre isomorphe ~ C(r On a indC'(r -- 4 et C(~) ~ O. Ainsi, 

C(~) ~ C(r D'apr~s le th~or~me de Jacobson [13], [23] ~a est semblable & r 

(2) S i r  est une forme non singuli~re de dimension 4 e t /k ( r  r p(F): Modulo 

un scalaire, on suppose ~ -- [1, r] • c~ [1, s]. Par hypoth~se r + s r ~o(F). On a 

C0(r ~ [s, a) | F ( P - I ( r  + s)) [24, Proposition 5]. Par le th~or~me 5.1 (3)(ii) 

D contient une sous-alg~bre isomorphe ~ C0(r Soit C le centralisateur de Is, c~) 
dans D. On a 

D ~ C |  [s,c~). 

Puisque F(fg- l ( r  + s)) C C, on obtient que C -~ [ r + s , ~ )  pour un certain 

fl E F*. La forme r / =  [1, r] • c~ [1, s] • fl [1, r + s] est une forme d'Albert qui 

v~rifie C(~/) ~ C(~). D'apr~s le th~or~me de Jacobson [13], [23] on dSduit que ~o 
est semblable s ~/. Puisque r < ~l, on dSduit que r est faiblement domin~e par 

(3) S i r  est une forme dimension 4 et de type (1, 2): Modulo un scalaire, on 

suppose r = a [1, a] • [/~] 2_ [1]. Par le thSor~me 5.1 (2) D contient une sous- 

alg~bre isomorphe/t [c~, a) | F ( v ~ ) .  Soit C' le centralisateur de [c~, a) dans D. 

On a D ~ [a, a) | C'. Puisque F(v@) C C', on d~duit que C' -~ [b, ~) pour un 

certain b E F. La forme ~/-- a [1, c~] • ~ [1, b] • [1, c~ § b] v~rifie C(~/) ,,~ C(~). 

Par le th~or~me de Jacobson [13], [23] on obtient que ~ est semblable ~ ~l- Puisque 

r est domin~e par ~/, on dfiduit que r est faiblement dominSe par ~. 

(4) S i r  n'est pas voisine, de dimension 5 et de type (2, 1): Modulo un scalaire, 

on suppose r = [1] • r pour r une forme de dimension 4 non singuli~re. On ne 
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peut avoir A( r  E p(F)  car sinon r  E GPIF et r serait voisine. L'extension 

F ( r 1 6 2 1 6 2  est transcendante pure, et par cons4quent ~F(r est isotrope. 

D'apr~s le cas (2) il existe a, b E F* tel que 

a~ TM r  • b [1, A(r  

On a Co(r ~ C ( r  Lemma 2]. Aussi, C(~) ~ 6 ( r 1 7 4  [A(r  

Par le th4or~me 5.1 (2) D contient une sous-alg~bre isomorphe h C(r  On 

a i n d C ( r  = 4 car C0(r ~ C(r  et r n'est pas une voisine. Ainsi, D ~ C( r  

et [A(r  b) ~ 0. Par cons6quent, [1, A(r  ~ b [1, A(r  Par l '4quation (12) 

on obtient a~ ~ r  • [1, A(r  ce qui implique que r est faiblement domin4e 

par ~. 

(5) Si r est totalement singuli~re de dimension 3: Modulo un scalaire, on 

suppose r = [a] • [f~] • [1]. Par  le th4or~me 5.1 (1) D contient un sous-corps 

isomorphe s F ( v ~  , v~) .  Ainsi, l'alg~bre D est d4ploy4e par F ( v ~ ,  x/~). On 

a [F(v/-~, v /~) :  F] = 4 (proposition 4.7). D'apr~s [1, Theorem 28, page 108] il 

existe r, s E F tels que D ~ [r, c~) @F [S, 8). La forme 

~/:= a[1, r] • 811, s] • [1, r + s] 

est d 'Albert  et v4rifie C(~) ~ C(~).  D'apr~s le th4or~me de Jacobson [13], [23] 

la forme ~ est semblable ~ 9~, et donc r est faiblement domin4e par 7/. 

(6) S i r  est de dimension 3 et de type (1, 1): Modulo un scalaire, on suppose 

r = a [1, b] • [1]. Par le th4or~me 5.1 (2) D eontient une sous-alg~bre isomorphe 

[b, a). Par cons6quent, il existe x E F,  y E F* tel que D _~ [b, a) |  [x, y). 

La forme tl' = a [1, b] • y [1, x] • [1, b + x] est d 'Albert  et v4rifie C(~/') ~ C(~).  
Toujours par le th4or~me de Jacobson [13], [23] la forme 7)' est semblable s ~ et 

donc r est faiblement domin4e par ~. 
(7) Si d i m e  = 2: Dans ce eas le th4or~me se d4duit de [2, Page 182] (resp. 

de [3, Theorem 4.2, Page 121]) lorsque r est singuli~re (resp. lorsque r est non 

singuli~re). | 

A cette 4tape la deuxi~me assertion du th4or~me est d4montr~e. 

PROPOSITION 5.3: (1) S///) E P1 F, alors ~F(r est isotrope si et seulement si 

domine une voisine de r 

(2) S i r  = [1] 3_ [al] • [a2] _1_ [a3] E Exc(F) avec ~ := [1] • [al] • [a2] 

isotrope sur F ( v / ~ ) ,  a/ors ~g(r est isotrope si et seulement si ~ est faiblement 

domin6e par  ~. 

Preuve: Soit r comme dans la proposition. Supposons que ~F(r soit isotrope. 
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(1) S i r  c PIF: Posons r = [1, a] A_ b [1, a] et soit p = [1] A_ b [1, a] qui est une 

voisine de r  Puisque F(p ) ( r  est t ranscendante  pure, on d6duit que 9~g(p) 

est isotrope. Par  le cas (6) de la preuve de la proposit ion 5.2, il existe c E F* tel 

que cp 4 ~. La forme cp est une voisine de r et domin6e par  9~. 

(2) Supposons que r = [1] A_ [al] A_ [ct2] • [a3] E Exc(F)  avec r/ := 

[1] • [al] _1_ [a2] isotrope sur F ( v / ~  ). Par  le corollaire 4.3 (1) on a v / ~  e 

F ( v / ~  , v / ~ ) .  Par  le thdor6me 5.1, D contient un sous-corps isomorphe 5 

F (v / -~ ,  v / ~ )  = F ( v ; ~ ,  v/-~, v r ~ ) .  On finit la preuve comme darts le eas (5) de 

la preuve de la proposit ion 5.2 pour  montrer  que ,1 est faiblement dominde par ~. 

R6ciproquement si ,! 4 aw pour  un certain a C F*,  alors en passant par  l'alg~bre 

de Clifford on volt que D contient un sous-corps isomorphe/~ F ( v / ~ ,  v / ~ ) .  Or 

F ( v / ~ ,  v / ~ )  = F(v/-&~ -, V/~ ,  v / ~ ) .  Alors, ~F(r est isotrope par le th6or~me 

5.1. I 

Ainsi, le th6or~me est d6montr6. 

2 - DI~MONSTRATION DU T H I ~ O R E M E  1.2. Soient ~ et r comme dans le th6o- 

r~me 1.2. Modulo un scalaire, on suppose p = [1, a] • a [1, b] _L [fl]. Soit 9' = 

[1, a] A_ a [1, b] A_ r [1, a + b] une forme d 'Albert  associ~e ~ qo. Puisque ~ n'est 

pas voisine on d~duit que 9' est anisotrope (proposition 3.2). Soient D l'alg~bre 

division associ~e/~ 9", et 0 = It ~ + t + a] A_ a [1, b] A_ fl [1,a + b] d~.finie sur F(t) .  

La forme 0 n'est pas voisine car Co(O) ~ C0(~F(t)).  

PROPOSITION 5.4: Soit ~ une forme nnisotrope qui eat de Fun des types suivants: 

(1) d i m e  = 2, 

(2) r est non singuli~re de dimension 4 n'appartenant p~s ~ GPIF,  

(3) r est de dimension 5 et de type (2, 1) qui n'eat pas voisine, 

(4) r eat de dimension 3 et de type (1, 1). 

Alora, PF(r est isotrope si et seulement s i r  eat faiblement dominde par qo. 

Preuve: Soit ~b comme dans la proposition. Supposons que (PF(r soit isotrope. 

(1) (i) S i r  est une forme quadrat ique de dimension 2 non singuli~re: Modulo 

un sealaire, on pose r = [1, d]. Alors, 9~L est isotrope o/1 L = F(z)  avec z2+z+d = 

0. I1 existe y = (o~1+/31z,.. �9 o~s+flsz) C F (z )  5 non nul tel que ~(y)  = 0. Puisque 

r est anisotrope, l 'extension L / F  est quadratique.  Un simple calcul montre  que 

(13) = d (w) et B . (v ,  w) = 

oh v = (o~1, . . . ,a5)  et w = (fl1,...,r On a B~(v ,w)  # 0, car sinon on aurait  

~o(w) = 0 et donc ~(v) = 0. Puisque ~ est anisotrope on aurait  y = 0, une 
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contradiction. Ainsi, l 'espace W engendr~ par {v, w} est non singulier. D'apr~s 

[3, Proposi t ion 3.2, Page 10], on a F 5 = W @ W • off W • est l 'orthogonal  de W 

relat ivement ~ B~. En utilisant l '~quation (13) on d~duit que la restriction de 

/~ W est la forme ~(w) [1, d]. Ainsi, r est faiblement domin~e par ~. 

(ii) S i r  est singuli~re de dimension 2. Modulo un scalaire, on peut  supposer 

que r = [1] 2 [d]. Alors, ~ g  est isotrope off g = F(v/d) .  Comme dans le 

cas (1) on utilise le fait que l 'extension K / F  est quadrat ique pour montrer  qu'il  

existe x = (a l , . . - , c~5)  et y = (/3~,..-,/35) E F 5 non tous deux nuls tels que 

~(x) = dr et Bv(x,y) = 0. Soit z G F 5 tel que rad(B~)  = Fz. Puisque 

d r F 2 (car r est anisotrope),  on vdrifie que {x, y} est libre. 

�9 Si z ~ V := F x ~ F y .  Soit z ~ ~ F ~ tel que V = Fz|  Alors, la restr ict ion 

de ~o ~ V e s t  

(14) ~(y)([1] 3_ [d]) = [~(z)] 3- [T(z')] .  

Puisque z' ~ rad(B~) ,  il existe z" E F 5 tel que B~o(z', z") # 0 (~ scalaire pros, 

on peut  supposer que B~o(z', z I') = 1). Clairement,  la famille {z', z"} est libre 

et l 'espace U := F z I G  Fz  Ir est non singulier. Ainsi, F 5 = U O U • oh U • 

est l 'orthogonal  de U relat ivement h B~. Remarquons  que z E U • Ainsi, la 

restr ict ion de ~o ~ U • est la forme [T(z)] _k ~ avec ~ une forme de dimension 2 

non singuli~re. Par  consdquent, 

--- { ( z " ) ]  • i 

De l '~quation (14) on d6duit que la forme [1] i [d] est faiblement domin~e par  ~. 

�9 Si z r V, alors la famille {x, y, z} est libre. Soit U' un suppl6mentaire de 

Fx @ Fy @ Fz. La restriction ~'  de ~ s Fx @ Fy @ U' est une forme non singuli~re 

de dimension 4 (car ~ est de type (2, 1)). Clairement,  ~ ( r  est isotrope. Par  le 

th~or~me 1.3 r est faiblement domin6e par ~1, et doric r est faiblement domin6e 

par ~. 

(2)  S i r  est non singuli~re de dimension 4 avec A( r  ~ ~9(F): Modulo un 

scalaire, on suppose r = [1, a'] • a '  [1, 51]. Puisque VF(~) est isotrope e t a '  + b' 

p (F ) ,  on d6duit par le th6or~me 1.1 qu'il existe e,/3' E F* tel que 

(15) e7 ~ [1, a'] l a '  [1, b'] •  [1, a' + b']. 

Puisque C0(~) "-" C(eT),  on d6duit que 

(16) [a', 13') |  [b', a'/3') ~ [a,/3) @g [b, a/3). 
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Consid6rons la forme 

'1 := fl [1,a] • cefl[1, b] 3_ fl'r • [1, a + b+ a' +b ' ] .  

Par l '6quation (16), on d6duit que C(r/) ,-~ 0. Puisque r /~  IWq(F) de dimension 

10, il existe x E F*, rr c P2F ([3, Pages 129-130]) tel que 

(17) 

On a iw(rlg(r >_ 2 et par cons6quent 7rF(r ~,, 0. D'apr6s la proposition 4.3 on 

a 7r ~ r • y r  avec y E DF([1, A(~b)]). L'6quation (17) implique que la forme 

rf := fl [1, a] • aft  [1, b] 3_ yfl'r 3_ [1,a + b + a' + b'] v6rifie 

(18) ~' ~ (x, fl'} | r �9 IaWq(F). 

Le Hauptsatz  d'Arason-Pfister [2, Satz 4.2] implique que 

r/1 ~ O. 

Par le lemme 3.1, on a 

[1, a] • [1, • yf l ' r  3_ [1] ~ [1]. 

C'est-g-dire, 

[1, a] _l_ ~ [1, b] • [fl] ~ yflfl'r • [fl]. 

Par simplification de Wi t t  (proposition 4.1), on d6duit que ~o ~ [fl] • yflfl'r et 
done r est faiblement domin6e par 92. 

(3) S i r  n'est pas voisine, de dimension 5 et de type (2, 1): Modulo un scalaire, 

on suppose ~b = [1,a'] • (~'[1, b'] 3_ [fl']. La forme ~ := [1,a'] • ~'[1,b'] 

n 'appart ient  pas g GP1F car r n'est pas voisine. Puisque F(~)(r  est 

transcendante pure, la forme ~OF({) est isotrope. Par le eas (2), il existe x �9 F* 

tel que 

(19) ~ ---- x [1, a'] 3_ x~ '  [1, b'] 3_ [fl] 

Puisque ~/F(r est isotrope, il existe f �9 F* tel que 

f z  ~ [1, a'] • ~' [1, b'] 3_ Z' [1, a' + b']. 

On a 

Co(~) ~ [a', xZ) |  [b', x~'/~) 
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et 

C ( f  z )  ~ [a', fi') e F  [b', ~ '~ ' )  . 

Puisque C0(~) "-- C(~/) ~ C(f ' , / ) ,  on obtient que [ a ' +  b' ,x f l f l ' )  ,-~ O. Par  
consequent, x/3fi' [1, a'] • [1, a'] ~ xfl/~' [1, b'] • [1, b'], et done 

(20) x [1, a'] l tiff' [1, a'] ~ x [1, b'] J_ ~/~' [1, b']. 

De l '~quation (20), on d~duit que la forme 

7r := (x [1, a'] _L xa '  [1, b']) • ~fi'([1, a'] _1_ a '  [1, b']) 

appart ient  h G P s F .  Puisque r162 et ~F(r sont isotropes et ~F(r est anisotrope 

(th(~or~me 1.3), oil obtient que fl' �9 DF(,p)([1,a'] • a '[1,b '])  et que 
/~ �9 DF(r  [1, a'] .1_ x a '  [1, b']) par l '6quation (19). Ainsi, IrF(r est isotrope. Si 

7r ~tait anisotrope, r serait faiblement domin~e par ~r et donc une voisine, une 

contradiction. Ainsi, 7r ~ 0 et done x [1, a'] ,1, x a '  [1, b'] ~-/~/~'([1, a'] .1. a '  [1, b']). 

Avec l'fiquation (19) on obtient ~ ~ pr162 
(4) Si r est de dimension 3 et de type (1, 1): Modulo un scala• on suppose 

= [1] J_ a '  [1, a']. Posons 7- = [1, a'] ,1, a '  [1, a'] �9 P1F.  Puisque 3'F@p) est 

isotrope, il existe r , s , z  �9 F* tels que r7  ~ [1, z] .1. a'[1,  a'] • s[1, a ' +  z]. 

Puisque C(rT) ~ C(~/) ~ C0(~o), on a 

[a', sa ' )  | [z, s) ~ [a,/~) |  [b, an) .  

La forme 

# := fi [1,a] • c~fl [1, b] .1. sc~' [1, a'] _1_ s [1, z] ,1, [1,a+b+a'+z] 

est de dimension 10 et d'invariants d 'Arf  et de Clifford triviaux. Ainsi, il existe 

7r E G P s F  tel que # ~ 7r. Puisque r est voisine de r ,  les formes ~F@') et CF(r) 

sont isotropes. On a iW(PF(-O) _> 2 et done 7rF(~) ~ 0. Par  le corolla• 3.5 il 

existe e, f �9 F tels que 

7r ~- ( e , f )  |  

On a It ,1, (s, se f} |  ,.~ (1, se}@lr �9 I S W q ( F ) .  Puisque dim(It ,1, (s, s e f } |  <_ 

14, on obtient par le Hauptsa tz  d 'Arason-Pfister  que It ,1, (s, s e f }  | r ~ O, e'est- 

~-dire, 

(21) /~ [1, a] J_ c~/~ [1, b] ,1, [1, a + b + a' + z] TM s e f 7  ,1, s [1, a' + z]. 

Dans l '~quation (21) on ajoute de part  et d 'autre  la forme [1] pour obtenir par 

le lemme 3.1 

(22) ~ [1, a] ,1, ~r [1, b] ,1, H ,1, [1] ~ s e f T  • S [1, a' + z I .1. [1]. 
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Ainsi, 9) ~ s/3 [1, a ' +  z] • [/3] 3_ sef/3T. La forme T e s t  anisotrope car r l'est 

aussi. Par raison de dimension la forme s/3 [1, a' § z] 3_ [/3] • sef/3T est isotrope, 

et done sef/3T et s/3 [1, a' + z] • [/3] repr~sentent un ~l~ment non nul u en eom- 

mun. Par le lemme 3.1 on a l 'un des cas suivants: 

Cas 1:s/3 [1, a' + z] • [/3] -~ [u] • ~, 
Cas 2:s/3 [1, a' + z] 3_ [/3] ~ [/3] • [u, v] 

pour certains v E F et ~ une forme de dimension 2. 

�9 Supposons qu'on soit dans le cas 1. Puisque 

sef/3T ~ u7 ~ [u, u - l a  '] L ua'  [1, a '] ,  

on obtient par le lemme 3.1 que 

s/3 [1, a' + z] • [/3] • sef/3T ~ ~ • H • [u] • u s '  [1, a']. 

Par la simplification de Wit t  (proposition 4.1) on obtient 9) ~ [u] • ~ 3_ us '  [1, a']. 

I1 est clair que r est faiblement domin~e par 9). 
�9 Supposons qu'on soit dans le cas 2. Alors 

sef/3T • [/3] • s/3 [1, a' + z] ~ u [1, a'] • us '  [1, a'] • u [1, uv] • [/3] 

u [1, a' + uv] • us '  [1, a'] • [/3]. 

Par consSquent, 9) ~ [/3] • u [1, a' + uv] • us '  [1, a'], et done 

9) -~ [/3] • u [1, a' + uv] • us '  [1, a '] .  

I1 est clair que r est faiblement domin~e par 9) | 

A eette ~tape la premiere assertion du th~or~me est d~montr~e. 

PROPOSITION 5.5: Soit r  forme anisotrope qui est de l'un des types suivants: 

(1) r est de type (I) ou totalement singulibre de dimension 4 et n'appartenant 
pas g GExe(F) ,  

(2) r est une forme d'Albert. 

A1ors, 9)F(,~) est anisotrope. 

Preuve: (1) Si r est de type (I) ou totalement  singuli~re de dimension 4 mais 

n 'appar tenant  pas ~ GExc(F):  Alors par le th~or~me 1.1 3`F(r est anisotrope et 

done 9)F(r l'est aussi. 

(2) S i r  est une forme d'Albert:  Supposons que 9)F(r soit isotrope, alors 3`F(r 

l'est aussi. Par le th~or~me 1.1 r est semblable ~ 3'. Ainsi, 9)F(-y) est isotrope. 

Puisque F(3') est isomorphe/~ F(t)(O), on obtient par la proposition 5.4 que 

(23) 9)g(t) ~- r(/3 [1, a + b] • a [1, b] • It 2 + t + a]) 
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pour  un certain r E F(t)*.  Par  le lemme 4.2 on a r( t  2 + t + a)/3 E F( t )  2. Ainsi, 

(24) ~F(~) ~ ( t2 + t + a)(a/3 [1, b] / [1, a + b]) 2_ [/3]. 

Soient ~ = c~/3 I1, b I _L [1, a + hi, 4' = I c~] • Ifi] et L = FIt] / ( t  2 + t + a). Pu~sque 

est anisotrope et ~ ( ( )  = a, on a ~L anisotrope (lemme 4.3). Aussi, la forme 4}, 

est anisotrope (proposit ion 1.1). Par  l '~quation (24), on a 

a �9 Dg( t ) ( ( t  2 + t + a ) ~  2 [fl]). 

Ainsi, il existe P, Q E F [t] et R �9 F [t] 4 tels que 

(25) o~P 2 = (t 2 + t + a)~(R) +/3Q 2. 

En 5tendant  l 'Squation (25) au corps L, on d~duit que 

a p 2  =/~Q2 

o~-d~s~ne  la classe modulo t 2 + t + a. Pu~sque 4}. est anisotrope, on d~duit que 

P = (t 2 + t + a )P '  et Q = (t 2 + t + a)Q'  pour  certains polyn6mes P~, Q'  c F [t]. 

En  subst i tuant  darts l 'Squation (25) et en simplifiant par t 2 + t + a, on obtient  

que 

(26) (t ~ + t + a)(~(P') 2 = ~(R) + (t 2 + t + a)fl(Q')  ~. 

En ~tendant cet te  fois-ci l '~quation (26) au corps L, on obtient  que 

~(R) = 0. 

Puisque ~L est anisotrope, on a R = (t 2 + t + a)R '  pour  un certain R'  �9 F It] 4. 

En subst i tuant  dans l '~quation (26) et en simplifiant par t 2 + t + a, on obtient  

(27) ~(P ' )~  = (t ~ + t + a)~(R') + ~((?')~. 

On est ramen5 g l 'analogue de l '~quation (25) avec des polyn6mes P~, Q~ et R ~ 

de degr~ str ictement inf~rieurs ~ ceux des polynSmes P,  Q et R. On reprend 

de nouveau ce qu 'on vient de faire ~ part i r  de l '~quation (25) jusqu'g ce qu 'on 

about i t  ~ une contradiction. | 

A c e t t e  ~tape, ia deux~me  assertion du th~or~me est d~montr~e. 
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PROPOSITION 5.6: Supposons que r soit anisotrope de dimension 4 et de type 

(1, 2) ou totalement singuli~re de dimension 3. Alors, ~F(~) est isotrope si et 

seulement si il existe ~' une forme de dimension 5 et de type (2, 1), 7r E GP2F 

telles que 7? ~ 7r • ~' et que ~) soit faiblement dominde par 7r et ~ .  

Preuve: Soit r une forme comme dans la proposition. I1 est clair que la condition 
donn~e dans la proposition implique que ~0F(r est isotrope. R~ciproquement,  
supposons que ~0F(r soit isotrope. Modulo un scala• on suppose r = [1] 2 
avec d im~ = 3 (resp. d im~ = 2) lorsque r est de type (1, 2) (resp. lorsque r est 

de type  (0, 3)). On pose a = /3  [1, a] • a/3 [1, b] et 

a '  [1, a'] • [f'] s i r  est de type (1, 2), 
= [r] • [s] s i r  est de type (0, 3). 

On va montrer  qu'il existe ' / =  [1, v] • # non singulibre de dimension 6 telle que: 
�9 ~ soit domin6e par #, 

�9 1 E DF(~p)(#F(r 
�9 a • *l ait des invariants d 'Arf  et de Clifford triviaux. 

Puisque ~/F(r est isotrope, il existe u, b', m, n E F* tels que 

a '  [1, a'] • f '  [1, b'] • [1, a' + b'] s i r  est de type (1, 2), (28) 
r [1, ra] • s [1, n] • [1,m + n] s i r  est de type (0, 3). 

D'une part on a 

et d 'autre  par t  

C(u'y) ~., Co(~O) ~ [b, aft) | [a,/3) 

[a', a ' )  |  si r est de type (1, 2), 
C(u'),) ~ [m, r) | [n, s) s i r  est de type (0, 3). 

La ~ r m e  

~ =  I cr • a'[1, a']_h f '[1,  b'] l [1, a + b + a '  +b'] s i C e s t d e t y p e ( 1 , 2 )  
_l_ r [1, m] / s [1, n] 2 [1, a + b + m + n] si ~b est de type (0, 3) 

est de dimension 10 et v~rifie A(A) = 0 et C(A) ~ 0. Alors, on prend 

f a ' [ 1 , a q 2 f ' [ 1 ,  b'] si C est de type (1, 2) 
# = ~, r [1, m] 2 s [1, n] s i r  est de type (0, 3) 

et 
~,= { a + b + a '  +b'  

a + b + m + n  
si ~b est de type (1, 2), 
s i r  est de type  (0, 3). 
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Clairement, ~ ~ #. Puisque dim A -- 10 il existe ~r C GP2F tel que A ,.~ zr, 
c'est-s 

On ajoute de part et d'autre dans la derni~re ~galit6 la forme [1] et on utilise le 

lemme 3.1 pour d6duire que 

off ~' = ~(# A_ [1]). Puisque ~F(r est isotrope et OfF(C) est anisotrope (th~or~me 

1.3), on obtient que C~F(r repr6sente 1. Par dgfinition de F(r  la forme ~g(r 

repr~sente 1. Ce qui implique que ttF(r repr~sente 1 (car ~ ~ #). Ainsi, 

(/~ [1, a] _l_ a/~ [1, b])F(r TM [1, e] A_ ~1 

et 

#F(r ~ [1, f] A_ ~2 

pour e, f E F( r  et ~1, ~2 des F(r de dimension 2. Clairement, 

/~F(r ~'~ E1 A_ ~2 A_ [1, e + f + v] ~ 7rF(r 

Par le Hauptsatz d'Arason-Pfister, on conclut que ZrF(r est isotrope et donc r 

est faiblement domin~e par It. De plus, on a/~r ~ ~'. I 

PP~OPOSITION 5.7: (1) S i r  E P1F, alors (flF(~b) est isotrope si et seulement si 

domine une voisine de r 

(2) S i r  = [1] A_ [al] _k [a2] A_ [a3] e Exc(F) ayec ~? := [1] _L [al] _1_ [a2] 
isotrope sur F ( v / ~ ) ,  alors ~F(r est isotrope si et seulement si ~F(v) est isotrope. 

Preuve: Soit r comme dans la proposition. Supposons que (flF(r soit isotrope. 

(1) S iC  E P1F. Posons r = [1, a] A_ b[1, a] et soit p =  [1] A_ b[1, a] quies t  

une voisine de r Puisque CF(p) est isotrope, la forme ~F(p) l'est aussi. Par la 

proposition 5.4 il existe c C F* tel que cp ~ ~. La forme cp est une voisine de r 

et domin~e par ~. 
(2) Par le lemme 4.5 ~F(n) est isotrope. R~ciproquement, si ~F(n) est isotrope, 

alors il existe qo' non voisine de dimension 5 et de type (2, 1) et ~r C GP2F tels 

que T ~ ~' _l_ zr et que ~ soit faiblement dominde par ~' et It. Par la proposition 

4.10 7/F(r est isotrope, et donc ~F(r et 7rE(C) sont isotropes. En particulier, 

~F(r  ~- ~PF(r et donc ~F(r  est isotrope. I 

Ainsi, le thdor~me est dSmontr~. 
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3 - DI~MONSTRATION DU THt~OREME 1.3. Modulo un scalaire, on suppose 

~o = [1, a] 3_ b[1, a']. Soient L = F(~a-l(a + a')) et T = [1, a] / b[1,a]. On 

a PL ~- TL C PIL qui est anisotrope par le lemme 4.3. Supposons que ~F(r soit 

isotrope. Alors, ~OL(r ~ 0. Par la proposition 3.4 eL est faiblement donlin~e par 

~L- En particulier, dim r < 4. 

(1) S i r  est de Fun des types suivants: 

�9 r est totalement singuli~re de dimension 3, 

�9 r est singuli~re de dimension 4, 

alors r domine une forme totalement singuli~re de dimension 3 et donc il enes t  

de m~me pour ~VL, une contradiction. 

A cette ~tape la premiere assertion du th~or~me est dSmontr~e. 

(2) Si r est de dimension 2: Lorsque r est non singuli~re (resp. singuli~re), 

alors d'apr~s [3, Theorem 4.2, Page 121] (resp. d'apr~s [2, Page 182]) r est 

faiblement domin~e par ~. 

(3) S i r  est non singuli~re de dimension 4: Alors, 7L est semblable s eL et 

A(r  e ~o(L). La condition A(r  �9 ga(n) implique que A(r  �9 ~(F)  ou 

= A(@.  
(3.1) Si A(r  = A(~),  alors ~v est semblable ~ r [21]. 

(3.2) Si A(r  �9 p(F) ,  alors r �9 GP1F. Modulo un scalaire, on suppose 

r = [1, x] • y [1, x]. Posons r = [1, • y [1, x + A(@]. Puisque eL r163 on 
obtient que ~L ~ (r Puisque A(r  = A(~),  on d6duit par le cas (3.1) qu'il 

existe e �9 F* tel que ~ ~ er Ainsi, la forme e([1, x] • [y]) est une voisine de r 

et domin6e par ~. 

(4) Si r est de dimension 3 et de type (1, 1): Modulo un scalaire, on suppose 

r = [1] 5_ cr [1,/3]. La forme r est voisine de p := [1,/3] L a [1,/3] C P1F. Puisque 

CF(V) est isotrope, on d6duit que ~VF(v) est isotrope. D'apr~s le cas (3.2),  il existe 

g �9 F* et une voisine r  de p tel que r ~ g~. Par le lemme 4.4 les formes r et 

r  sont semblables. Par cons6quent, r est faiblement donlin~e par ~. 

A cette ~tape la deuxi~me et la troisi6me assertion du th6or~me sont 

d~montr6es. 

4 - DI~MONSTRATION DU THt~OREME 1.4. Modulo un scalaire, on suppose 

= x [1, a] • [y] • [1]. Par le corollaire 4.1 la forme 0 = x [1, a] • y [1, t -1] • [1] 

est anisotrope et non voisine sur L := F((t)) .  Posons T = [1,a] • x[1,a],  

7 = x [1,a] • y [1,t -1] _1_ [1, t -1 + a] qui est anisotrope sur L (proposition 4.4). 

Par [22, Lemma 2] la premiere forme r6siduelle (resp. la seconde forme r6siduelle) 

de 0 est ~ (resp. [y]). De m6me, la premiere fornle r6siduelle (resp. la seconde 

forme r6siduelle) de 7 est ~ (resp. [y] L [1]). 
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PROPOSITION 5.8: Soit ~b une forme anisotrope qui est de l'un des types suivants: 

(1) d i m e  _> 5, 

(2) r est non singulibre de dimension 4 n'appartenant pas g GP1F, 

(3) r est totalement singulibre de dimenison 4 n'appartenant pas g GExe(F) .  

Alors, ~oF(r est anisotrope. 

Preuve: Soit r comme dans la proposition. 

(1) Si d i m e  >_ 6, alors par le thdor~me 1.2 la forme 0L(,/., ) est  anisotrope, et 

donc ~OF(r l'est aussi. 

(2) Si dim r = 5: Supposons que ~OF(r soit isotrope. Alors, 0L(V,) l'est aussi. 

Par le th~or~me 1.2 on d~duit que eL n'est pas voisine, de type (2, 1) et t eL  TM 

pour un certain r E L*. Ecrivons r = ~ • [z] pour certains z E F* et ~ une 

forme de dimension 4 non singuli~re. Par le [emme 4.2 on ddduit que zr E F((t))  2. 

Ainsi, 

(29) r{ • [1] ----- x [1, a] • y [1,/:--1] j_ [1]. 

Modulo un cart4, on peut supposer que r = st ~ avee s E F [[t]] une unit4 et 

e E {0,1}. Notons s' la classe rdsiduelle de s. S i e  = 0 (resp. e = 1), alors 

la premiere forme rdsiduelle de r{ • [1] est s'{ • [1] qui est de dimension 5 

(resp. est la forme [1]). Clairement on a une contradiction sur les dimensions des 

premieres formes r~siduelles des deux membres de l'6quation (29). Ainsi, ~OF(r 

est anisotrope. 

(3) S i r  est non singuli~re de dimension 4 n'appartenant pas g GP1F: 

Supposons que ~oF(V,) soit isotrope. Alors, OL(r l'est aussi, et par le th4or~me 1.2 

o n  a 

(a0) ur • Iv] e 

pour certains u, v E L*. Par le lemme 4.2 on peut remplacer v par 1. Main- 

tenant on est dans les m~mes conditions que dans le cas (2) pour d~duire une 

contradiction. 

(4) S i r  est totalemeat singuli~re de dimension 4 n'appartenant pus A GExc(F):  

Le th~or~me 1.2 implique que 0n(r est anisotrope et par consequent ~OF(r l'est 

aussi. | 

A cette 4tape la premiere assertion du thdor~me 1.4 est d~montr~e. 

P R O P O S I T I O N  5 .9 :  Soit ~ u n e  forme anisotrope. 
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(1) Snpposons que ~ soit singulibre de dimension 2. Alors, r162 est isotrope 

si et seulement si il existe ~ une forme totalement singuli~re de dimension 3 qui 

est faiblement dominde par  qo et qui domine ~. 

(2) Supposons que ~ soit non singulibre de dimension 2 ou de dimension 3 et de 

type (1, 1). Alors, ~F(r est isotrope si et seulement si ~ est faiblement domin6e 

par ~). 

Preuve: Soit r comme dans la proposition. I1 est clair que les conditions donn6es 

dans la proposit ion impliquent que ~F(r est isotrope. R6ciproquement,  sup- 

posons que ~F(r soit isotrope. 

(1) Si ~b est singuli6re de dimension 2: Modulo un scalaire, on suppose r = 

[1] • [d]. Puisque ~/L(r est isotrope, on d6duit que 

(31) ~, -~ 7'([1, u] • d [1, v] • w [1, u + v]) 

pour u, v, r, w E L*. Modulo un carr~ on peut  supposer que r = st ~ avec s E F lit]] 

une unit5 et c E {0, 1}. Posons s'  la classe rfisiduelle de s. 

�9 S i e  = 1. Par  raison de dimension et par la proposi t ion 4.11 on dfiduit que 

[1] • [y] ~ s'([1] • [d]), et donc r est faiblement dominSe par ~. 

�9 S i e  = 0. On applique la proposit ion 4.11 h la forme r([1, u] • d[1,v])  

pour  d~duire que l 'espace sous-jacent s ~ contient deux vecteurs x , y  tels que 

B~(x, y) = 0 et p(x)  = dp(y). Puisque r est anisotrope, on d~duit de la relation 

~(x) = d~(y) que x et y sont lin~airement ind@endants.  Pour  flair, on applique 

le corollaire 4.2. 

(2) (i) Si r est non singuliSre de dimension 2: Modulo un scalaire, on suppose 

r = [1, d]. Alors, ~F(u) est isotrope off u v~rifie u 2 + u = d. Soit 

V = (O~ 1 ~- l ~ l ? t , . . . ,  0/4 -~ ~47t) E F(~t )  4 

non nul tel que ~(v) = 0. Puisque r est anisotrope, l 'extension F ( u ) / F  est 

quadratique.  Un simple calcul montre que 

T(w) = d~(w') 

et 

B (w, w') = 

O~1 W ---- ( O i l , . . .  , Ol4) e t  w ! --~ ( i l l , . . . ,  f14)- P u i s q u e  ~ es t  anisotrope et v r 0, on  

a B~(w, w') r 0 et les vecteurs w et w'  sont lin6airement ind6pendants. Ainsi, 

l 'espace W :=  Fw | Fw'  est non singulier, et donc F 4 = W G W • oh W • est 
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l 'or thogonal  de W rela t ivement  h B~. La restriction de ~/~ W e s t  ~(w ' )  [1, d]. 

Ainsi, r est faiblement domin~e par  ~. 

(ii) S i r  est de dimension 3 et de type (1, 1): Modulo un scalaire, on suppose 

r = [1, b] • [z]. Puisque 0L(r est isotrope, on dSduit par  le th~or~me 1.2 qu 'on  

a Fun des deux cas suivants: 

(ii.1) 0 ~/3([1,  b] • [v, w] • [z]) avec fi, v, w �9 L*, ou 

(ii.2) 0 ~ c~([1, b] • z [1, k] • [/]) avec c~, l, k �9 L*. 

Supposons qu 'on  soit dans le cas (ii.1). Par  le l emme 4.2 on peu t  supposer  que 

zfl = 1. Done on a 

O ~ z([1, b] • [v, w]) • [11. 

Par  la proposi t ion 4.11 l 'espace V sous-jacent ~ ~o contient un sous-espace W 

de dimension 3 tel que la restr ict ion de ~ s W soit z [1, b] • [1]. Soit U un 

sous-espace de W (done un sous-espaee de V) dont la restr ict ion de ~ est z [1, b]. 

Puisque U est non singulier, on a V = U @ U • oh U • est l 'or thogonal  de U 

re la t ivement  s B~o. Aussi, il existe v �9 W N U • tel que ~(v) = 1. Puisque 

est de type  (1, 2), on obtient  que qo ~ z [1, b] / [1] J_ [e] pour  un certain e �9 F*,  

c 'est-s r est faiblement domin~e par  ~. 

Supposons qu 'on  soit dans le cas (ii.2). Modulo un carr~ on peu t  supposer  que 

a = st ~ avec s �9 F [[t]] une unit5 e t e  �9 {0, 1}. Remarquons  que par  le l emme 

4.2 on peut  supposer  que l a  = 1. Done on a 

0 ~ st~([1,b] 2 z[1, k]) • [1]. 

Notons s r la classe r~siduelle de s. 

�9 S i e  = 1. Pa r  raison de dimension ceci n 'es t  pas possible en appl iquant  

la proposi t ion 4.11 ~ la forme stY([1, b] _l_ z [1, k]) et en comparan t  les secondes 

formes r~siduelles. 

�9 Sie  = 0. Pa r  la proposi t ion 4.11 on a que l 'espace sous-jacent ~ ~ contient un 

sous-espace dont la restr ict ion de ~ est s'([1, b] • [z]). On finit la preuve comme 

dans le cas (ii.1) pour  mont re r  que r est faiblement domin~e par  9~. | 

PROPOSITION 5.10: Soit r  forme anisotrope de dimension 4 et de type (1, 2). 

Alors, ~F(r est isotrope si et seulement s i r  est faiblement dominde p a r  ~). 

Preuve: Modulo un scalaire on suppose que r = a [1, e] • [/3] • [1]. Supposons 

que TF(r soit isotrope. Alors, 7L(r l 'est aussi. Par  le th~or~me 1.1 on a 

(32) 7 ~ r(c~ [1, e] s j3 [1, u] • [1, e + u]) 
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pour certains r , u  C L*. Modulo un carr6 on peut  supposer que r = st ~ avec 

s e F [[t]] une unitd et e E {0, 1}. Notons s '  la classe r6siduelle de s. 

�9 Si e = 1. Par  la proposit ion 4.11 on obtient que la seconde forme r6siduelle 

de 7 domine une forme de dimension 4, une contradiction. 

�9 Si e = 0. Par  la proposit ion 4.11 on obtient que la premiere forme r6siduelle 

de 7 (qui est qo) domine la forme r~r et par  consdquent 99 ~ r~r �9 II 

PROPOSITION 5.11: Soit r une forme anisotrope et totalement singulibre de 

dimension 3. Alors, ~F(r est isotrope si et seulement si r est faiblement domin6e 

par  ~. 

Preuve: Posons r = [x] • [y] • [z]. Supposons que qoF(,) soit isotrope. Alors, 

7L(r l 'est aussi. Par  le thdor~me 1.1 on obtient 

(33) 7 ~ st~(x [1, k] • y [1, l] • z [1, k + / ] )  

avec s E F [[t]] une unit6, e E {0, 1} et k, l E L*. Notons s '  la classe r6siduelle de 

8. 

�9 S ie  = 1. Par  la proposit ion 4.1 1 on obtient que la seconde forme r~siduelle 

de 7 domine une forme de dimension 3, une contradiction. 

�9 Sie  = 0. Par  la proposit ion 4.11 l 'espace sous-jacent s ~ contient une famille 

libre de trois vecteurs u , v , w  deux s deux or thogonaux tels que ~)(u) = six, 

~(v) = s 'y et ~(w) = s'z. On applique la proposit ion 4.6 pour  d~duire que r est 

faiblement domin6e par ~o. II 

PROPOSITION 5.12: (1) Si r E P I F  anisotrope, alors qoF(r est isotrope si et 

seulement si ~ domine une voisine de r 

(2) S i r  = [1] _1_ [0/1] • [0/2] J- [0/31 e Exc(F)  avec ,j :=  [1] I [0/1] I [a2] 

isotrope sur F ( v / ~ ) ,  alors ~F(r est isotrope si et seulement si ~ est faiblement 

dominde par  ~. 

Preuve: (1) Soit p une voisine de r de dimension 3. Si ~F(r est isotrope, alors 

~Y(o) l 'est aussi. Par  la proposit ion 5.9 il existe c E F* tel que cp ~ ~. La forme 

cp est une voisine de r et dominSe par ~. 

(2) C'est  une cons6quence du lemme 4.5 et des propositions 5.11 et 4.10. | 

Ainsi, le th6or~me est d@lontr6. 

5 - DI~MONSTRATION DU THt~OREME 1.5. Soient ~o et r comme dans le 

th6or~me 1.5. 
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1 -  Cas o~ ~ est de type(i ,1) .  Modulounscalaire ,  o n p o s e ~ = x [ 1 ,  a ] •  [1]. 

Soit ~ = x [1, a] J_ [1, a] E P I F  qui est anisotrope. Supposons que ~F(r soit 

isotrope. Alors, ~F(r est isotrope et donc hyperbolique. Par la proposition 3.4 

r est faiblement domin~e par ~. En particulier, dim r _< 4 et r  peut ~tre ni 

totalement singulibre de dimension 3 ni de dimension _> 4 avec r ~ GP1F. 

(1) S i r  est de dimension 3 et de type (1, 1): Puisque ar  4 ~ pour un certain 

a E F* et ~ 4 ~, on d6duit par le lemme 4.4 que r et ~ sont semblables. 

(2) S i C  est de dimension2: Soit b E F* t e l q u e r  4 b~. Soit ~ une forme 

de dimension 3 et de type (1, 1) telle que ~ 4 b~ et que r 4 (. Puisque ~ 4 

on d6duit par le lemme 4.4 que ~ et ~ sont semblables et donc r est faiblement 

domin~e par ~. 

(3) S i r  E P1F: Alors r ~ ~ et donc ~ est voisine de r 

Ainsi, la partie (1) du th~or~me 1.5 est d6montr~e. 

2 -  Cas oit ~ est de type (0, 3). Posons ~ = Ix] _L [y] _L [z]. Soit 

= [1,t l [y] • [z] 

qui est anisotrope sur L := F((t)) (proposition 4.5). Soit r une forme quadra- 

tique anisotrope de dimension > 2 telle que ~F(r soit isotrope. Par le corollaire 

3.3 ta forme r est totalement singuli~re. Puisque ~n(r est isotrope, on obtient 

par le th~or~me 1.4 que d i m e  _< 3 ou r E GExc(F).  

(1) Si d i m e  = 2: Modulo un scalaire, on suppose que r = [1] J_ [d] pour 

d E F. On a F ( r  = F(x/~). Puisque ~F(r est isotrope, il existe 

(kl + l lV~, k2 + 12v/d, k 3 + 13~rd) �9 F(v/d)  3 

non nul tel que T(kl + / i v ~ ,  k2 +/2v~ ,  k~ + /3v~)  = 0. Puisque r est anisotrope, 

l'extension F(v/-d)/F est quadratique. Un simple calcul implique que 

= d (w) 

et 

By(v, w) = 0 

off v = (kl, k2, k3) et w = (11,12,/3). On a ~ ( v )  ~ 0 e t  donc ~(w) ~ 0, car 

sinon on aurait v = w = 0 du fait que ~ est anisotrope, ce qui est impossible. 

La famille {v, w} est libre car sinon on aurait w = av pour un certain a E F*. 

Par consSquent, ~(v) -- a2d~(v), ce qui donne que d est un carr~ et d o n c r  est 

isotrope, une contradiction. En compl~tant {v, w} en une base de F 3, on ddduit 

que ~ TM e([1] _1_ [d]) J_ If] pour certains e, f E F*. 
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(2) Si ~p est to ta lement  singuli~re de dimension 3: On pose ~p = [k] 2 [/] • Ira]. 

Puisque ~L(~) est isotrope, on obtient  par  le th4or~me 1.4 que ~PL est faiblement 

domin4e par  ~. Qui t te  ~ 4changer les 414ments k, l, m, on peut  supposer  que 

(34) ~ ~ r (k  [1, u] • [/] • [m]) 

pour  certains r, u E L*. La premihre forme r~sidue]le de ~ est ~ et la seconde 

forme r4siduelle est [x] [22, L e m m a  2]. Modulo un carr~ on peu t  supposer  que 

r = st  ~ avec s E F [[t]] une unit~ e t ~  E {0, 1}. Soit s '  la classe r4siduelle de s. 

�9 Si ( = 1. Pa r  la proposi t ion 4.11 on obtient  que la seconde forme r4siduelle 

de ~ domine une forme de dimension 3, une contradiction.  

�9 S i c  = 0. Pa r  la proposi t ion 4.11 et en comparan t  les premihres formes 

r4siduelles, on obtient  que ~ ~ s'~p. 

(3) Si ~p = [1] • [al] • [as] 2 [a3] E Exc(F)  avec ~ :-= [1] • loll] 1 [O~2] 

isotrope sur F ( v / ~  ). Par  le lemme 4.5 on a ~aF(n) isotrope. Pa r  le cas (2) on 

a que ~ est semblable ~ */. R4ciproquement ,  si ~ est semblable ~ r/, alors la 

proposi t ion 4.10 implique que ~g(~) est isotrope. 

Ainsi, le th~orbme est d4montrS. 

6- DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 1.1. So• ~ et ~b comme dans la 

proposit ion.  

(1) Supposons que ~a soit non singuli~re: Si ~ag(~) est isotrope, alors ~g(~) 

est hyperbolique.  Ainsi, par  la proposi t ion 3.4 on d4duit que ~b est faiblement 

domin~e par  ~a. En particulier,  d im ~b = 2 et ~b est non singuli~re. 

(2) Supposons que P soit singuli6re: Modulo un scala• on suppose que ~a = 

[1] 2 [b] pour  b E F*.  Si ~F(~) est isotrope, alors ~p est to ta lement  singuli~re 

(corolla• 3.3). 

(i) Si ~b est de dimension 2: Modulo un scala• on suppose ~b = [1] • [d]. I1 

est clair que ~g(~) est isotrope si et seulement si b E F ( V ~ )  2 si et seulement  si 

la forme [1] 2 [b] • [d] est isotrope. 

(ii) Si ~b est de dimension 3: Modulo un scala• on suppose que ~b = 

[1] • [r] 2 [s] pour  r , s  E F*.  Si ~ag(~) est isotrope, alors la forme ~a est 

isotrope sur les corps des fonctions des formes [1] _L [r] et [1] I Is] ( lemme 4.5). 

D'aprb~s le cas (i) il existe e, f ,  g, h E F tels que b = e 2 + r f  ~ = g~ + sh  ~. Ainsi, 

( e + g ) ~ + r f  2 + s h  ~ = 0. Puisque ~b est anisotrope,  on a f = h = 0, et donc 

b E F 2, une contradict ion car ~ est anisotrope.  

(iii) Si ~b est de dimension _> 3: Par  le cas (ii) on d4duit que ~aF(~) est anisotrope 

et ce en passant  par  une sous-forme de ~b de dimension 3 et en uti l isant le l emme 

4.5. 
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Ainsi, la proposi t ion est d~montr~e. 
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