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ABSTRACT

Let F be a field of characteristic 2. The aim of this paper is to study the
isotropy of some F-quadratic forms of dimension < 6 over the function
field of a projective quadric.
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1. Introduction

Soit F' un corps commutatif. Un important probléeme en théorie algébrique des
formes quadratiques est le suivant:

ProBLEME: Etant donné ¢ une F-forme quadratique anisotrope de dimension
> 2, quelles sont les F-formes quadratiques v pour lesquelles py) devient

isotrope ott F (1)) est le corps des fonctions de la quadrique projective d’équation
P =07

C’est le théoréme de réduction d’indice de Merkur’ev [25] qui a donné un renou-
veau & ce probléeme. Un important développement a été apporté & ce probleme
en caractéristique # 2 par plusieurs personnes, en 'occurence ce probleme a été
traité par D. Shapiro pour certaines formes de dimension < 4 [27], par D. Leep
pour certaines formes de dimension < 4 et pour une forme d’Albert [20], par D.
W. Hoffmann pour certaines formes de dimension < 8 [7], [8], [10], par 'auteur
pour certaines formes de dimension < 8 [16], [17], [18], par N. Karpenko et O.
Izhboldin pour des cas laissés ouverts par 'auteur et Hoffmann en dimension < 8
[11], [12]. Aussi, Hoffmann a prouvé un résultat général qui permet de borner la
dimension de ¥ par rapport & celle de ¢ [9]. En ce qui concerne la caractéristique
2 ce probléme n’a pas été beaucoup considéré a I'exception de certains résultats
de classification établis par R. Baeza, P. Mammone et D. Shapiro [3], [2], [23]
et [21]. Récemment, I'auteur et Mammone ont étendu le résultat général de
Hoffmann [9] & la caractéristique 2 [19].

Dans la suite, et sauf mention expresse du contraire, F' désignera un corps
commutatif de caractéristique 2. Une F-forme quadratique ¢ s’écrit & isométrie
prés (voir la deuxieme section pour les détails):

(1) p=lar,bi} L~ Llap,b] Ley] L-o Lfe] L[O]L--- L[0]

avec [¢1] L -+« L [c,] anisotrope et [a, 8] (resp. [a]) désigne la forme quadratique
aX?+ XY + BY? (resp. la forme quadratique aX?).

Pour ¢ comme dans 'équation (1) et lorsque dim ¢ = 2r + s, on dit que @ est
non dégénérée ou de type (r,s). Si ¢ est de type (r,0) (resp. de type (r,s) avec
5 > 1), alors on dit que ¢ est non singuliére (resp. ¢ est singuliére). Une forme
de type (0, s) est dite totalement singuliére.

Le long de ce papier on va considérer que les formes quadratiques non
dégénérées.

On va répondre complétement au probleme précédent lorsque ¢ est anisotrope
et qui vérifie 'une des conditions suivantes:
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e ¢ est une forme d’Albert, c’est-a-dire, non singuliere de dimension 6 et
d’invariant d’Arf trivial.

e ¢ est de dimension 5 et de type (2,1).

e ¢ est de dimension 4 et de type (2,0) ou (1,2).

o dimyp < 3.

On désigne par {(aq,...,an,) la forme bilinéaire Y . ; a;X;Y;. On note W,(F)
le groupe de Witt des formes quadratiques non singuliéres, et W(F) Panneau de
Witt des formes bilinéaires symétriques. On sait que W,(F) est un W (F')-module
[3].

Une forme quadratique 7 est une n-forme de Pfister s’il existe aq,...,a,
€ F*,be Ftelsque m = (1,a1) ® --- ® (1,a,) @ [1,b]. Dans ce cas, on note
m = {{a1,...,0an,b]]. On désigne par P,F 'ensemble des n-formes de Pfister et
GP,(F)={ar|a € F*,n € P,F}.

Une forme bilinéaire B est une n-forme bilinéaire de Pfister s’il existe aq,...,a,
€ F* telsque B (1,a1)®---®{(1,a,). On note BP,F 'ensemble des n-formes
bilinéaires de Pfister et GBP,F = {ar | a € F*, 7 € BP,F}.

Si r est un entier et ¢ est une forme quadratique, onnote rx = ¢ L ... L .

—_————

r fois
Pour K/F une extension de corps et ¢ une forme quadratique sur F, on désigne

par px la forme quadratique ¢ ® K.
A une forme quadratique ¢ de dimension n > 1, on associe ’anneau

FXy,...,X,]
I(y)

ot I(y) est I'idéal de F'[X,,..., X,] engendré par le polynéme P, donné par la
forme quadratique ¢. D’apres [23, Proposition 3] et lorsque la forme ¢ n’est pas

A, =

nulle, on a que P, est irréductible si et seulement si ¢ n’est ni de type H 1 & x [0]
ni de type [a] L [ x[0] avec a € F* et H = [0, 0] est le plan hyperbolique. Lorsque
c’est le cas, on désigne par F(y) le corps des fractions de A,, qu’on appelle le
corps des fonctions de ¢ (ce corps est le corps des fonctions de la quadrique affine
d’équation ¢ = 0). Remarquons que si ¢ est anisotrope, alors le corps F(p) est
bien défini.

Définition 1.1: Soient £ € Wy(F), c1,...,cn€ Fetp =€ Le] L--- L [en]
(1) On dit que % est dominée par une forme quadratique ¢, et on note 9 < ¢
s’il existe & et £1,...,&, des formes quadratiques tel qu’on ait les deux conditions
suivantes:
(i) Pour tout i € {1,...,n}, & = [¢;] ou & = [¢;, d;] pour un certain d; € F,
(i)=&l & L L& L6,



320 A. LAGHRIBI Isr. J. Math.

(2) On dit que 9 est faiblement dominée par ¢ s'il existe a € F* tel que at) < .
(3) On dit que 9 est une sous-forme de © et on note 9 < ¢ s'il existe une forme
quadratique p telle que ¢ & L p.

Clairement on a les remarques suivantes.

Remarques: On garde les mémes notations et hypothéses que dans la définition
1.1.

(1) Si ¢ est non singuliére, alors pour tout ¢ € {1,---,n} dim¢; = 2.

(2) Si V est I’espace sous-jacent & ¢ et ¥ < ¢, alors il existe W un sous-espace
de V tel que la restriction de ¢ & W soit la forme quadratique .

(3) Si % est faiblement dominée par y et si F'(¢)) existe, alors @ (y) est isotrope.

Définition 1.2: Une forme quadratique ¢ est dite une voisine 8’il existe 7 € P, F
tel que dimp > 2" et que ¢ soit faiblement dominée par .

Dans la troisieme section on va donner quelques propriétés sur les formes
voisines et on va classifier compléetement les formes voisines de dimension au
plus 8.

Deux formes quadratiques ¢ et 1, non nécessairement non singuliéres, sont
dites équivalentes et on note ¢ ~ 1 s’il existe deux entiers r,s > 0 tels que
plrxH=¢ 1l sxH

L’énoncé des résultats qu’on va donner est plus compliqué que ce qu’on connait
en caractéristique # 2. Ceci est dii au fait que les formes ¢ qui vérifient pp(y,)
isotrope, seront classifiées suivant leur types.

1.1. LES FORMES D’ALBERT. Soient a € F et b € F*. On associe & algébre
de quaternions () = [a,b) sa forme norme Ng = [1,a] L b[1,a] € P F [3]. Si Q1
et (J2 sont deux algébres de quaternions, on associe & 'algébre de biquaternions
A = Q1 ®F Q2 une forme quadratique 4 de dimension 6, appelée forme d’Albert,
et définie par y4 L H = Ng, L —Ng,. On note p(F) = {p(z) | z € F} ou
p(z) =22+ z pour z € F.

Définition 1.3: Une forme quadratique 4 anisotrope est dite de type (I) si ¢
vérifie 'une des conditions suivantes:

o dimy > 7,

¢ 1 est de dimension 6 mais pas une forme d’Albert,

e dim1 = 5 et ¢ est de type (r, s) avec s > 2, ou une forme voisine.

Définition 1.4: Une forme quadratique ¢ anisotrope est dite de type exceptionnel
s'il existe aq, g, a3 € F* tels que ¢ 22 [1] L [og] L [a] L [ag] et que [1] L [oq] L
[@2] soit isotrope sur F'(,/ag).
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On note Exc(F) 'ensemble des F-formes quadratiques de type exceptionnel et
GExc(F) = {ap | a € F*, ¢ € Exc(F)}.

Remarquons que toute forme quadratique [1] L [ay] L [@2] L [oras] est de
type exceptionnel. Concernant I'isotropie d’une forme d’Albert, on a le théoréme
suivant.

THEOREME 1.1: Soient ¢ une forme d’Albert anisotrope et 1 une forme quadra-
tique anisotrope de dimension > 2. Alors:

(1) Si o est de type (1), ou totalement singuliére de dimension 4 n’appartenant
pas a GExc(F'), alors ¢y est anisotrope.

(2) Supposons que dimy € {2,3,4,5,6} et que ¢ ne soit ni de type (I) ni dans
GP\F ni totalement singuliére de dimension 4. Alors, pp(y) est isotrope si et
seulement si 1 est faiblement dominée par .

(8) Sip = [1] L [a1] L [az] L [a3] € Exc(F) avec 7 := [1] L [oa] L [og]
isotrope sur F'(\/az), alors @p(y) est isotrope si et seulement si 1) est faiblement
dominée par .

(4) Sith € PF, alors pp(y) est isotrope si et seulement si ¢ domine une voisine
de .

1.2. LES FORMES QUADRATIQUES DE DIMENSION 5. En ce qui concerne la
dimension 5, on va étudier uniquement l'isotropie des formes quadratiques
anisotropes de type (2,1). Si ¢ est voisine de # € P,F, de dimension 5 et de
type (2,1), alors on déduit par les propositions 3.1 et 3.4 que VF(y) est isotrope
si et seulement si ¢ est faiblement dominée par m. Lorsque ¢ n’est pas voisine,
de dimension 5 et de type (2,1) on a la réponse suivante.

THEOREME 1.2: Soient ¢ une forme quadratique anisotrope de dimension 5 et
de type (2,1) qui n’est pas voisine et ¢ une forme quadratique anisotrope de
dimension > 2. Alors:

(1) Si ¢ est de 'un des types suivants:

o dimy = 2,

¢ 1) est de dimension 3 et de type (1,1),

& 1) est non singuliére de dimension 4 n’appartenant pas 3 GP,F,

o 1) est de dimension 5 et de type (2,1) qui n’est pas voisine,

alors pp(y) est isotrope si et seulement si 1 est faiblement dominée par .

(2) Si 9 est de 'un des types suivants:

¢ ¢ est de type (I},

e i une forme d’Albert,

e 1) est totalement singuliére de dimension 4 n’appartenant pas a GExc(F),
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alors pp(y) est anisotrope.

(3) Si 9 est de I'un des types suivants.

e 1) est de dimension 4 et de type (1, 2),

e 1) est totalement singuliére de dimension 3,

alors @y est isotrope si et seulement si il existe ¢’ une forme de dimension
5 et de type (2,1), # € GP,F telles que ¢ ~ © L ¢ et que v soit faiblement
dominée par 7 et ¢'.

(4) Siyp € Py F, alors op(y) est isotrope si et seulement si ¢ domine une voisine
de 1.

() Siv = [1] L [o1] L [a2] L [a3] € Exc(F) avec n := [1] L [on] L [ag]
isotrope sur F(\/oz), alors gy est isotrope si et seulement si pp(,) est isotrope.

1.3. LES FORMES QUADRATIQUES DE DIMENSION 4. En ce qui concerne la
dimension 4, on va étudier uniquement l'isotropie d’une forme quadratique
anisotrope de type (2,0) ou (1, 2).

Définition 1.5: Une forme quadratique ¢ est dite de type (IT) si elle vérifie 'une
des conditions suivantes:

(1) ¢ est une forme d’Albert,

(2) 1 est de dimension 5 et de type (2,1) qui n’est pas voisine,

(3) % est singuliére de dimension 4,

(4) ¥ est totalement singuliere de dimension 3.

Il est clair que les formes quadratiques de type (I} ou (II) s’excluent
mutuellement.

Concernant 'isotropie d’une forme quadratique anisotrope de dimension 4 non
singuliére, on a le théoréme suivant.

THEOREME 1.3: Soient ¢ une forme quadratique anisotrope de dimension 4 non
singuliére et v une forme quadratique anisotrope de dimension > 2.

(1) Si ¢ est de type (I) ou (II), alors @r(y) est anisotrope.

(2) Si 9 est de dimension < 4 qui n’est ni de fype (II) ni dans GP,F, alors
PF(y) est isotrope si et seulement si ¢ est faiblement dominée par .

(3) Sitp € P,F, alors p(y) est isotrope si et seulement si ¢ domine une voisine

de ).

Concernant ’isotropie d’une forme quadratique anisotrope de dimension 4 et
de-type (1,2), on a le théoreme suivant.
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THEOREME 1.4: Soient p une forme quadratique anisotrope de dimension 4 et
de type (1,2) et ¢ une forme quadratique anisotrope de dimension > 2. Alors:

(1) Si 9 est de I'un des types suivants:

e dim¢ > 5,

e i est totalement singuliére de dimension 4 n’appartenant pas & GExc(F),

® ) est non singuliére de dimension 4 n’appartenant pas 4 GP, F,

alors pp(y) est anisotrope.

(2) Si ¢ est de I'un des types suivants:

e 1) est de dimension 4 et de type (1,2),

e 1 est de dimension 3 ou non singuliére de dimension 2,

alors pp(y) est isotrope si et seulement si 1 est faiblement dominée par ¢.

e Si ¢ est singuliére de dimension 2, alors g (y) est isotrope si et seulement si
il existe £ totalement singuliére de dimension 3 qui est faiblement dominée par ¢
et qui domine 1.

(3) Siyp € PuF, alors gy est isotrope si et seulement si ¢ domine une voisine
de .

(4) S = [1] L fou] L [oo] L [ag) € Exc(F) avec n = [1] L [m] L [ao]
isotrope sur F(\/a3), alors @p(y) est isotrope si et seulement si 1 est faiblement
dominée par .

1.4. LES FORMES QUADRATIQUES DE DIMENSION < 3. En dimension 3, on a
la réponse suivante.

THEOREME 1.4: Soient ¢ une forme quadratique anisotrope de dimension 3 et
1 une forme quadratique anisotrope de dimension > 2. Alors, on a:

(1) Supposons que ¢ soit de type (1,1).

(1) Sidimy > 4 et ¢y ¢ GPLF ou v est totalement singuliére de dimension 3,
alors pp(y) est anisotrope.

(2) Siy est de dimension 3 et de type (1,1) ou de dimension 2, alors gy est
isotrope si et seulement si ¢ est faiblement dominée par .

(3) Si¢p € P F, alors WF(y) est isotrope si et seulement si ¢ est voisine de 1.

(2) Supposons que ¢ soit totalement singuliére.

(1) Si 9 est de l'un des types suivants:

e dimy > 4 et ¥ & GExc(F),

® o est de dimension 3 et de type (1,1),

¢ 1) est non singuliére de dimension 2,

alors @p(y) est anisotrope.
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(2) Si ) est singuliére de dimension 2 ou totalement singuliére de dimension 3,
alors pr(y) est isotrope si et seulement si v est faiblement dominée par .

(3) Sip = [1] L [a1] L [ag] L [as] € Exc(F) avec n := [1] L [a1] L [a2]
isotrope sur F(,/a3), alors ¢p(y) est isotrope si et seulement si 17 est semblable
a .

Dans le cas d’une forme quadratique de dimension 2, on a la réponse suivante.

PRroPOSITION 1.1: Soient ¢ une forme quadratique anisotrope de dimension 2
et 9 une forme quadratique anisotrope de dimension > 2. Alors:

(1) Sidim > 3 ou 9 est de dimension 2 qui n’a pas le méme type que g, alors
$F(y) est anisotrope.

(2) Si p et 1 sont non singuliéres, alors ppy) est isotrope si et seulement si ¢
est semblable & 1.

(3) Sip = x([1] L [a]) et ¥ = y([1] L [d]), alors wp(y) est isotrope si et
seulement si [1] L [a] L [d] est isotrope.

Le plan de ce papier est le suivant. Apres un rappel sur la théorie algébrique
des formes quadratiques en caractéristique 2, on passe aux formes quadratiques
voisines en démontrant quelques propriétés sur ces formes. Aussi, on classifie
completement les formes voisines de dimension < 8. Dans la quatriéme section,
on donne des résultats préliminaires qui seront utiles dans les démonstrations. On
va, se baser de maniére cruciale sur le théoréme de réduction d’indice d’une algebre
simple centrale sur le corps des fonctions d’une quadrique en caractéristique 2
[24]; le théoréme de Jacobson sur les formes d’Albert [13], [23]; un résultat de
Knebusch qui donne une généralisation de la simplification de Witt [14, Propo-
sition 1.2] (proposition 4.1); un théoréme de Baeza sur les normes des formes
quadratiques [5]; et la théorie de réduction de Springer en présence d’une valua-
tion discréte en caractéristique 2 [5, Page 1341}, [22, Section 2 et 3].

Remerciements. Ce travail a été fait durant mon séjour au département de
mathématiques de la Faculté Jean Perrin. Je remercie cette institution pour
Paide et 'hospitalité que j’ai eues. Aussi, je tiens & remercier chaleureusement
Pasquale Mammone pour les intéressantes discussions que j’ai eues avec lui durant
la préparation de ce papier et pour ses commentaires sur une version antérieure.

2. Définitions et rappels

Pour plus de détails sur la théorie algébrique des formes quadratiques en
caractéristique 2 on renvoie aux livres [3], [26].
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Une forme quadratique de dimension n est la donnée d’un couple (V, ¢) ou V
est un F-espace vectoriel de dimension n et @: V — F est une application telle
que:

(i) p(av) = a?p(v) pour tout a € F et v eV,

(ii) I’application B,: V x V — F, définie par: By, (v,w) = ¢(v+w)—¢(v) —
©(w) soit bilinéaire (symétrique).

Le radical de B, est rad(B,) = {z € V | By(z,V) = 0}. Le radical de ¢ est
rad(p) = {v € rad(By,) | ¢(v) = 0}. Clairement, rad(B,) et rad(yp) sont des
F-espaces vectoriels. On note rb(y) (resp. r(y)) la dimension de rad(B,) (resp.
la dimension de rad(y)). On a 0 < r{y) < rb(y). La forme bilinéaire B, est
alternée, c’est-a-dire, B,(v,v) = 0 pour tout v € V et par conséquent l’entier
n — rb(p) est pair.

Soient r et s les entiers tels que n — rb(p) = 2r et rb(y) — r(p) = s, alors on
obtient & isométrie pres

o=[a,b1] L - Llap,b] Ler] Lo Les] L[0] L L[0]
r(p) fois
olt [e1] L -+ - L [¢,] est anisotrope.

Deux formes quadratiques ¢ et ¢ sont dites semblables s’il existe a € F™* tel
que p = ar.

Si ¢ est non singuliere on note iw (@) U'indice de Witt de ¢ qui vérifie p =
iw(p) X H L @gn 00l qn est une forme quadratique anisotrope appelée partie
anisotrope de ¢.

Si ¢ est non singuliére et iy (¢) = 3 dim, alors ¢ est dite hyperbolique.

On rappelle qu'une n-forme de Pfister 7 est multiplicative, ¢’est-a-dire, D (7)
= Gp(rw) [3, Corollary 3.2, Page 105]. Aussi, une n-forme de Pfister est isotrope
si et seulement si elle est hyperbolique [3, Chapter 4, Corollary 3.2]. Ce dernier
résultat n’est pas en général vrai pour les n-formes bilinéaires de Pfister [3, Re-
mark 3.3, Page 105].

Pour n > 1, on note I"W,(F') le sous-groupe de W, (F') engendré par les formes
de GP,F.

On désigne par Br(F) le groupe de Brauer de F. Si D est une F-algébre
simple centrale de dimension finie, on note ind D 'indice de Schur de D. Deux
F-algébres simples centrales de dimension finie sont dites équivalentes et on note
D ~ D' si [D] = [D'] € Br(F). Si D est déployée on note D ~ 0.

Pour a,b € F avec b # 0, on désigne par [a,b) I'algebre de quaternions dont la
base standard {1,i, j,k} vérifie les relations: p(i) = a, j2 =, jij~' =i+ 1 et
k= ij.
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Si ¢ est une forme quadratique de dimension n et d’espace sous-jacent V,

l’algébre de Clifford C(p) de ¢ est le quotient
V)

Cly) = J—(p,
ot T(V) = @,,5, V" est algebre tensorielle de V' et J, est 'idéal bilatere
de T(V) engendré par les éléments v @ v — (v). L’algébre C(p) admet une
Z./2Z-graduation induite par la graduation T(V) = T°(V) @ TH(V) ou TO(V) =
B pair VO et THV) = @D impair V"~ La partie paire Co(p) de C(p) est
appelée ’algebre de Clifford paire de ¢.

Si ¢ est non singulitre, alors C(y) est une F-algtbre simple centrale et Co(y)
est de centre une F-algebre quadratique séparable Z(p). Dans ce cas I'invariant
d’Arf A(yp) de o est la classe dans le groupe F/p(F) d’un élément § € F tel que
Z(p) = F(p~'(9))-

Pour ay,...,a, € F*, by,...,bp € Fet o =a4[1,b;] L --- L a,[1,b,],0n a

C(‘p) ~ [51, al) Rp - QF [br,a,.)

et
A(p) =b1 + -+ b, € F/p(F).

Pour simplifier, on va souvent identifier A(y) et son représentant dans F/p(F).

3. Les formes quadratiques voisines en caractéristique 2

La proposition suivante permet de généraliser ce qu’on connait sur les formes
voisines en caractéristique # 2.

PROPOSITION 3.1: (1) Si ¢ est voisine de 7, alors 3 est isotrope si et seulement
si w Pest aussi.

(2) Une forme quadratique qui est totalement singuliére ne peut étre une
voisine.

(3) Si 9 est voisine de w et si F/(m) existe, alors Yp(x) est isotrope.

(4) Si 1 est voisine de w, alors 7 est unique & isométrie pres.

(5) Si m € P,F et ¢ sont anisotropes, alors ¢ est voisine de 7 si et seulement
si dim > 27 et wp(y) est isotrope.

Dans ce qui suit on classifie complétement les formes quadratiques voisines de
dimension < &.
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PROPOSITION 3.2: Soit ¢ une forme quadratique anisotrope de dimension < 8.
Alors, on a les assertions suivantes:

(1) Sidim € {2,3}, alors ¢ est voisine si et seulement si @) n’est pas totale-
ment singuliére.

(2) Sidime = 4, alors ¢ est voisine si et seulement si ) € GPF.

(3) Si dim% = 5, alors ¥ est voisine si et seulement si 1) est de I'un des deux
types suivants:

e ¢ est de type (2,1) et ind Cy(¥) < 2, ou

ey =uall,z] L[a] L[F]L[)Netr,a)®rL~0ouL=F\)a,/AB).

(4) Si dim = 6, alors v est voisine si et seulement si v est de 'un des deux
types suivants:

e ¥ est non singuliére et 11, ~ 0 avec L = F(p~1(A(v))), ou

ey =27 1 [a] LI[A] aveCTEGPlFetTF(\/a—ﬂ)NO.

(5) Sidimy = 7, alors ¢ est voisine si et seulement si 1 est de type (3,1) et
CO(¢) ~ 0.

(6) Sidim = 8, alors ¢ est voisine si et seulement si ¢ € GPyF.

Avant de démontrer les propositions 3.1 et 3.2 on commence par donner
quelques résultats préliminaires.

PRrROPOSITION 3.3: Soient ¢ une forme quadratique anisotrope totalement
singuliére de dimension > 2 et 1 une forme quadratique anisotrope non singuliére
de dimension 2. Alors, pp(y) est anisotrope.

Preuve: Modulo un scalaire on pose ¢ = [1,d] pour un certain d € F. On
pose aussi ¢ = [z1] L --- L [z,]. Si gy est isotrope, alors ¢y, est isotrope ol
L = F(z) avec 22 + z = d. Par conséquent, il existe (ky +112,...,k, +1,2) € L™
non nul tel que

z1(ky + l1Z)2 + oot o (kn + lnz)2 =0.

L’extension L/F est quadratique car ¢ est anisotrope. Un simple calcul montre
que

(p(kl, .. ,kn) = d(p(ll, .. ,ln)

et

@(11, e 7ln) = 0.
Puisque ¢ est anisotrope, on déduit que l; = -+ =1, =0 et donc ky = --- =
kn = 0, une contradiction. Ainsi, ¢ () est anisotrope. |

Les corollaires suivants sont immédiats.
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COROLLAIRE 3.1: Soient ¢ une forme quadratique anisotrope totalement
singuliére de dimension > 2 et 1 une forme quadratique anisotrope de dimension
> 2 et non singuliére. Alors, pp(y) est anisotrope.

Preuve: Supposons que @p(y) soit isotrope. Posons 9 = ¢’ L 4" pour ¢’
de dimension 2 et 1" une forme quadratique. Si ¢ = 9, alors on utilise la
proposition 3.3. Si dim¢ > 3, alors F(¢')()/F(¢') est transcendante pure [24,
Lemma 1]. Ainsi, ¢ F(y') st isotrope, une contradiction avec la proposition 3.3.
|

COROLLAIRE 3.2: Soient ¢ une forme quadratique anisotrope de dimension > 3
et ¥ une forme quadratique anisotrope et non singuliére de dimension > 2. Si
@p(y) st isotrope, alors F'(1)(p)/F (1)) est transcendante pure.

Preuve: Posons ¢ = ¢’ L ¢" avec ¢’ non singuliére et " totalement singuliére.
Par le corollaire 3.1 on a que <p’1f1( ») €st anisotrope. Si ¢ (y) est isotrope, alors on
obtient par [24, Corollary 2] que F(¢)(¢)/F (¢) est transcendante pure. ]

COROLLAIRE 3.3: Soient ¢ une forme quadratique anisotrope totalement
singuliére et ¢ une forme quadratique anisotrope de dimension > 2 qui n’est
pas totalement singuliére. Alors, pp(y) est anisotrope.

Preuve: Posons ¥ = 9’ 1 ¢" avec ¢’ non singuliére de dimension > 2 et v"
totalement singuliére. Si dim 1 = 2, alors le corollaire se déduit de la proposition
3.3. Supposons que dim® > 3 et que @y soit isotrope. Par le corollaire 3.2
F(y')(¥)/F(4') est transcendante pure. Ainsi, pp(ys) est isotrope, une contra-
diction avec le corollaire 3.1. |

COROLLAIRE 3.4: Soient ¢ une forme quadratique anisotrope de dimension > 3
et 9 une forme quadratique anisotrope de dimension > 2 qui n’est pas totalement
singuliére. Si pp(y) est isotrope, alors F(1)(p)/F(1) est transcendante pure.

Preuve: Posons ¢ = ¢’ | " avec ¢’ non singuliére et ¢ totalement singuliere.
Par le corollaire 3.3 cpi’p(w) est anisotrope. Si pp(y) est isotrope, alors on déduit
par [24, Corollary 2] que F()(p)/F(v) est transcendante pure. |

LEMME 3.1: Soit ¢ = z[1,a] L [y] une forme quadratique qui représente z € F.
Alors, [y] 2 [2] ou bien il existe r € F tel que ¢ = [z,7] 1 [y]. En particulier, si
¢ est isotrope de type (1,1) alors p @ H L [y].

Preuve: Soient u,w € F3 tels que ¢(u) = z et rad(B,) = Fuw.
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(1) Si u € rad(B,), alors il existe e € F tel que u = ew. Par conséquent,
) = [2).

(2) Si u ¢ rad(B,,), alors il existe v € F* tel que f := By(u,v) # 0. La famille
{u, f~ v, w} est libre. En effet, si a, 8, A € F tels que au+ 8f v+ w =0, on
obtient que By(au + Bf v + Aw,u) = Bf " B,(u,v) = 0, et donc § = 0. On
en fait de méme avec v pour montrer que o = 0 et donc A = 0. Dans la base
{u, f"lv,w},on a p = [z,r] L [y] olt 7 = o(f1v).

Si ¢ est de type (1, 1), alors y # 0. Si de plus ¢ est isotrope, alors on déduit
par ce qui précede que ¢ 2 H 1 [y]. [ |

La proposition suivante est ’analogue du théoréme de la sous-forme de Cassels-
Pfister en caractéristique # 2. On aboutit & cette proposition en utilisant un
théoréme de Baeza sur les normes des formes quadratiques [5].

PROPOSITION 3.4: Soient ¢ € Wy(F) anisotrope et 1 une forme quadratique
anisotrope (non nécessairement non singuliére) telles que p(y) soit hyperbolique.
Alors, 1 est faiblement dominée par ¢. En particulier, dim < dim ¢.

Preuve: Modulo un scalaire, on peut supposer que 1 € Dr(yp). Posons

1/}:[al,bl]J_---J_[ar,bT]J_[cl]J_-'-_L[cs],
n=la,b] L - Lapb],
v=ley] L--- L],

et X1, Y4,..., X, Y, Z1,...,Z, des variables sur F' de sorte que

T 8

YX1, Y1, X Ve 21y, Zy) = ) (@iXP 4 XY +0Y2) + Y ey 22,
i=1 j=1
Soient K = F(Zy,...,Zs) et L = F(X1,Y1,...,X,,Y;). Sur N*"*¢ on choisit
un ordre lexicographique de sorte que a; (resp. c¢;1) soit le ceefficient dominant
du polynéme ¢(Xy,Y1,..., X, Yr, Z1,...,2Zs) lorsque v # 0 (resp. lorsque
r = 0). Modulo un scalaire, on peut supposer que ce coefficient dominant
est égal & 1. Puisque pp(y) est hyperbolique, on déduit que le polynome
(X1, Y1,..., X, Y0, 21, ..., Z) est un facteur de similitude de ¢k, [5]. Puisque
1 € Dr(p), le polynéme

¢(X17Y1a--~,Xr,Yr,ZI,---,Zs)

est représenté par iy
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(1) Si s = 0. Alors ¢ représente le polynéme ¥(X1,Y1,..., X,,Y,). D’aprés
[2, Satz 3.5], on déduit que 1 est une sous-forme de .

(2) Sir = 0. Alors, @k représente le polynome ¢(Zy, ..., Z;). D’apres [2, Satz
3.4] on déduit que ¥ < ¢.

(3) Sir # 0et s # 0. Alors dimy > 3. Puisque () est isotrope, on
déduit que F'(n)(v)/F(n) est transcendante pure (corollaire 3.4). Ainsi, pp(y
est hyperbolique. Comme dans le cas (1), le polynome Y7 (a; X7+ X, Y +b,Y}?)
est représenté par ¢r. Par conséquent

e=nlp

pour une certaine forme quadratique g [2, Satz 3.5]. Puisque

T ]
Z(aiXiz + X.Y; + b;Y2) + Z ch;
i=1 j=1

est représenté par ¢ =7 L p sur KL, on déduit que le polyndme }~;_; ¢;Z7 est
représenté par u sur K [2, Lemma 3.7]. Par conséquent, la forme quadratique v
est dominée par g [2, Satz 3.4]. D’ol ¢ est dominée par ¢. [ ]

Le corollaire suivant est une conséquence immédiate de la proposition 3.4.

COROLLAIRE 3.5: Soient m une forme de Pfister anisotrope et ¢ € Wy(F)
anisotrope. Alors, pp(r) est hyperbolique si et seulement si il existe une forme
bilinéaire n telle que p Z @ .

Preuve: Par la proposition 3.4 il existe a € F* et ¢ € Wy(F) tels que ¢ =
ar L ¢. En repassant de nouveau au corps F(m), on obtient que ¢p(.) est
hyperbolique. On finit la preuve par une simple induction sur la dimension de

©. |

Preuve de la proposition 3.1: (1) Si 1 est isotrope, alors m l’est aussi.
Réciproquement, si 7 est isotrope, alors 7 est hyperbolique et donc l'espace
sous-jacent & 7 contient un sous-espace totalement isotrope de dimension 2"
[3, Theorem 4.6, Page 17]. Puisque dim > 2" et que % est faiblement dominée
par =, on déduit que 1 est isotrope.

(2) Supposons que ¥ = [¢1] L -+ L [¢s] soit voisine de m € P,F. Il existe
a € F* tel que ar 2 [¢1,dy] L --- L [cg,ds] L & pour certains dy,...,ds € F et
d € Wy(F). On a 2dim¢ > dimm = 2dim+ + dimd, et donc dimé < 0, une
contradiction.
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(3) Puisque 9 p(r) est voisine de 7 g,y qui est isotrope, on déduit par I’assertion
(1) que g (r) est isotrope.

(4) D’apres Vassertion (1) il suffit de traiter le cas ol ¢ est anisotrope. Sup-
posons que ¥ soit anisotrope et voisine de 7y et m3. Lorsque dimy = 2, on a que
1 est semblable a m; et my. Par conséquent, m; et w2 sont semblables et donc
71 & my. Supposons que dim¢ > 3. Par l'assertion (3) ¢p(s,) est isotrope et
donc lextension F'(m2) (1) /F(2) est transcendante pure {corollaire 3.4). Puisque
(71) F(y) est isotrope, on a (1) p(x,) isotrope et donc hyperbolique. De la méme
maniére on a (72) g(x,) hyperbolique. Par la proposition 3.4 on déduit que m; est
semblable & 75 et donc 71 & mwy.

(5) C’est une simple conséquence de la proposition 3.4 et de la définition d’une
forme voisine. i

Preuve de la proposition 3.2: Soit 1 une forme quadratique anisotrope telle
que 2 < dimey < 8. Si ¢ est voisine, alors i n’est pas totalement singuliere
(proposition 3.1 (2)).

(1) Si dim € {2,3} et ¢ est voisine, alors ¢ est de type (1,0) (resp. de type
(1,1)) lorsque dimt) = 2 (resp. lorsque dim = 3). La réciproque est évidente.

(2) Si ¢ est voisine de dimension 4 de 7. Puisque 2dim > dim 7, on déduit
que dim7 = 4 et donc ¢ € GP, F.

(3) Si 9 est de dimension 5 qui n’est pas totalement singuliére, alors 1 est de
type (2,1) ou (1, 3).

(i) Si ¢ est de type (2,1). Ecrivons ¢ = a[1,b] L ¢[1,d] L [¢]. D’apres [24,
Lemma 2], on a Co(4p) ~ [b,ae) ®p [d,ce). Si 1 est voisine, alors il existe a € F
et B € F* tels que

m:=all,b] Lc[l,d] Le[l,a] L B[1,b+d+ o] € GPF.

On a
C(r) ~[b,a)QrF [d,c) ®F [a,e) Qp [b+ d + a, B) ~ 0.

Ainsi, Co(¥p) ~ [b+d+ a,ef), et donc ind Cy(¢p) < 2. Réciproquement, si
ind Co(%) < 2 alors il existe z € F et y € F* tels que Co(¥) ~ [z,y). Soit
§=aell,b] Lce[l,d] L[1,b+d+z] Ly[l,z]. Ona € IW,(F) et C(£) ~ 0.
D’aprés [3, Page 129], on a que & € P, F. Par conséquent 1) est voisine de &.

(ii) Si 4 est de type (1,3). Modulo un scalaire, on suppose que ¥ = a[l,z] L
[a] L [B] L [1]. Posons L = F(y/a,+/B). Si ¢ est voisine, alors il existe y, z € F
tels que

n:=all,z] Lal,y] L B[l,2] L[,z +y+ 2] € PF.
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On a
C(m) ~ [z,a) ®F [y, @) ®F [2,8) ~ 0.

Par conséquent, [r,a)®p L ~ 0. Réciproquement, supposons que [z,a)®p L ~ 0.
Puisque 1 est anisotrope, la forme [a] L [8] L [1] lest aussi, et donc [L : F] =4
(proposition 4.7). On obtient par [1, Theorem 28, page 108] qu’il existe u,v €
F tel que [r,a) ~ |u,@) ®F [v,8). On a7 := a[l,z] L a[l,u] L 8[1,v] L
(1,2 +u+v] € IW,(F) et C(w) ~ 0. Ainsi, 7 € P,F et 9 est voisine de .

(4) (i) Si ¢ est non singuliere de dimension 6. Posons A(y) = A et L =
F(p~(A)). Supposons que % soit une voisine. Alors, il existe £ une forme de
dimension 2 non singuliére telle que 7 := ¢ L £ € GP,F. Puisque A(§) = A
on déduit que £, est isotrope et donc 7y est hyperbolique. Ainsi, 97 est aussi
hyperbolique. Réciproquement, supposons que 9y, soit hyperbolique. D’aprés [3,
Theorem 4.2, Page 121], il existe z,y,z € F* tel que ¥ = (x,y,2) ® [1, A]. Il est
clair que ¥ est voisine de (1, zy, zz,y2) @ [1, A].

(ii) Si ¢ est singuliére de dimension 6. Supposons que % soit une voisine, alors
¥ est de type (2,2) car sinon ¢ dominerait une voisine totalement singuliere de
dimension 5, ce qui n’est pas possible. Modulo un scalaire, on peut supposer
que ¢ = ¢ L [a] L [1] avec £ une forme non singuliere de dimension 4. Il existe
z € Ftelque & Lall,z] L[1,z+A()] € PoF. On a C(§) ~ [z,a). Posons
¢&=all,r] L B[1,s]. Ainsi,

(2) [r, ) ®r [3,8) ~ [z,0).
D’aprés [4], [15], [29] il existe z € F, u,v € F* tel que
(3) [r,a) =[zu), [sB8)=I[zv).
De ’équation (3), on obtient

(4) 7] Lafl,r] 21,2 Lull,z]
et,

(5) [1,8] LB[L, 8] =[1,2] Lull,z].

En ajoutant les équations (4) et (5), on obtient
(6) E~ullz] Lol,2] L[1,r+s].

Dans ’équation (6) on ajoute de part et d’autre la forme [1] L [a] et on utilise
le lemme 3.1 et la simplification de Witt (proposition 4.1) pour déduire que
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2yl 2] Lov[l,2z] L[1] L [a]. En combinant les équations (2) et (3), on déduit
que 7:=u[l,z] L v[l,z] € GPF est hyperbolique sur F(y/a). Réciproquement,
supposons qu’il existe 7 € GPLF tel que ¢ = 7 1 [a] L [b] et Tp(vab) SOit
hyperbolique. D’aprés [2, Page 182] on a 7 2 r{a,b) ® [1, s] pour r € F* et
s € F. 1l est clair que 1 est voisine de {(ab,r,s]] € PyF.

(5) Si ¢ est voisine de dimension 7. Alors 1 est nécessairement de type (3,1)
car sinon % dominerait une voisine totalement singuliére de dimension 5, ce qui
n’est pas possible. Posons ¢ = £ L [a] avec £ de dimension 6 non singuliére.
Ainsi, 7 := @€ L [1,A(8)] € BF, et donc C(m) ~ Cla&) ~ Co(yp) ~ 0 [24,
Lemma 2]. La réciproque est une conséquence de [3, Page 129].

(6) Si 9 est de dimension 8 et voisine de 7. Puisque 2dim > dim 7, on déduit
que dim7 = 8 et donc iy € GPF. La réciproque est évidente. 1

4. Résultats préliminaires

On va utiliser de maniere cruciale une généralisation de la simplification de Witt.
Ce résultat a été établi dans une version plus générale par Knebusch dans le cas
des modules quadratiques libres sur un anneau local [14, Proposition 1.2].

ProPOSITION 4.1 ([14, Proposition 1.2]): Soient ¢ et 1 deux formes quadra-

tiques (non nécessairement non singuliéres) et 1 € Wy(F') telles que ¢ L 7 =
¥ Ly Alors, ¢ = 1.

En utilisant la proposition 4.1 il est clair qu'une forme non singuliére ¢ est
hyperbolique si et seulement si ¢ ~ 0.

LEMME 4.1: Soient a,b € F' avec b # 0. La forme quadratique [1,a] L b[1, a] est
anisotrope si et seulement si 'algébre de quaternions [a,b) est & division.

Preuve: On a C([1,a} L b[1,a]) ~ [a,b) et donc si [a,b) est & division, alors
[1,a] L b[1,a] est anisotrope. Réciproquement, si [a,b) n’est pas & division alors
[a,b) ~ 0 et par [3, Page 129] [1,a] L b[1, a] est hyperbolique. |

PROPOSITION 4.2: Soient ¢ = [a,b] L € et 6 = [at> + t + b] L £pyy. Supposons
que dim& > 1 et que v soit anisotrope. Alors, 8 est anisotrope sur F(t) le corps
des fractions rationnelles en la variable t sur F, et les corps F(1) et F(t)(8) sont
isomorphes.

Preuve: Voir [24, Proposition 4] et sa preuve. |

Le lemme suivant est bien connu, on le rappelle sans démonstration.
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LEMME 4.2: Soient ¢, ¢ € Wy(F), c1,...,¢m €t 21,...,2m € F tels que
ella] Ll Lem] =Y L]z Lo+ L [zm]-

Alors, les familles {cy,...,cm} et {z1,...,2m} engendrent le méme F2-espace
vectoriel.

Le lemme suivant généralise [26, Chapter 2, Lemma 14.2] & la caractéristique
2.

LEMME 4.3: Soient ¢ une forme quadratique anisotrope non singuliere de
dimension 4 et L = F(p~1(A(p))). Alors, ¢y, est anisotrope.

Preuve: Posons A = A(p).

(1) Si A € p(F), alors ¢ € GP,F et L = F. On a par hypothése que ¢ est
anisotrope.

(2) Si A € p(F). Puisque A(pr) € p(L), on a ¢, € GP1L. Si pf, est isotrope
alors elle est hyperbolique. Par le corollaire 3.5 on obtient que ¢ 2 £®][1, A] pour
une certaine forme bilinéaire £ de dimension 2, et donc ¢ € GP,F et A € p(F),
une contradiction. |

. La proposition suivante généralise a la caractéristique 2 un résultat de
Fitzgerald [6] sur le noyan de Witt du corps des fonctions d’une forme de
dimension 4.

PROPOSITION 4.3: Soient ¥ une forme quadratique anisotrope non singuliére de
dimension 4 et m € P,F anisotrope. Alors, mp(y) est isotrope si et seulement si
72 a{l,8) ® Y pour certains a € F* et 8 € Dp([1, A(#))]).

Preuve: Posons A1) = A. Puisque 7r(y) est isotrope on obtient mp(y) ~ 0.
Soit @ € Dp(t). Par la multiplicativité d’une forme de Pfister et la proposition
3.4, il existe une forme 1 de dimension 4 tel que

(7) T=ap L.
En particulier, A(n) = A et C(ar)) ~ C(n). D’apres [23, Proposition 3.3] il

existe 8 € F* tel que 7 = fayp. On obtient C(n) ~ [A,B) + C(ay). Ainsi,
(A, B) ~ 0, et donc B € Dp([1,A]). La réciproque est évidente. ]
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LEMME 4.4: Soient ¢ = [1,a] L b{1,a] € PiF anisotrope et {1, {2 deux formes
quadratiques de dimensions 3 qui sont dominées par . Alors, {1 et 9y sont
semblables.

Preuve: Les formes 1 et 1, sont nécessairement de type (1,1). Pour i = 1,2,
posons ¥; = [a;] L Bi[1, ki] avec a, Bi, ki € F*. Puisque #; est dominée par ¢,
on obtient que

o= a1 k;] LB 1, ki)

pour l; € F*. Puisque ¢ est multiplicative, on déduit que
2 = [1, ki] 1 alﬂ,- [1, ki] .
Ainsi,
[1] 4 [1, kl] 4 alﬁl [1,k1] = [1] L [1, kg] 1 02B2 [1, kz] .

Par le lemme 3.1, on obtient que
[1] .J_ ]HI 4 051/'31 [1, kl] &= [1] J_ ]HI J_ 012,32 [1, kz] .

Par la simplification de Witt (proposition 4.1), on déduit que ¥ = ajazis.
|

Pour étudier l'isotropie d’une forme ¢ anisotrope de dimension 4 et de type
(1,2) (resp. de dimension 3 et de type (0,3)), on va considérer de maniére
générique p comme une sous-forme d’une forme non voisine anisotrope de dimen-
sion 5 et de type (2,1) (resp. de dimension 4 et de type (1,2)). Les propositions
4.4 et 4.5 vont nous permettre ceci.

PROPOSITION 4.4: Soit ¢ = z[1,a] L [y] L 2] une forme quadratique anisotrope
sur F. Alors, la forme d’Albert v = z(l,a] L y[1,t7}] L z[L,a+t7] est
anisotrope sur F((t)) le corps des séries formelles en la variable t sur F.

Preuve: Ou suppose que < est isotrope. On obtient
8) (ff + fifa+afd) +y(f3 + fafa+1t7' ) + 2(f2+ fsfo+ (a+t71)f5) =0

pour certains fi,..., fe € F((t)) non tous nuls. On peut supposer que fy,..., fg
€ F[[t] et ne sont pas tous divisibles par . En multipliant ’équation (8) par ¢
et en réduisant modulo ¢, on obtient

yf4(0)* + 2f6(0)> = 0.
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Puisque {y] L [#] est anisotrope, on déduit que f4 et fg sont divisibles par ¢. En
substituant fs = tf; et fg = tfs dans I'équation (8) et en réduisant modulo £, on
obtient

2(f1(0)* + £1(0)f2(0) + af2(0)%) + yf3(0)% + 25 (0)* = 0.

Puisque z[1,a] L [y] L [2] est anisotrope, on déduit que f1, fa, f3, f5 sont tous
divisibles par ¢. Par conséquent, fi,..., fs sont tous divisibles par ¢, ce qui
contredit notre hypotheése. Ainsi, 7 est anisotrope. n

De la proposition 4.4 on déduit le corollaire suivant.

COROLLAIRE 4.1: Avec les mémes notations et hypothéses que dans la proposi-
tion 4.4, la forme 6 := z[1,a] L [z] L y [1,¢t7] est non voisine et anisotrope sur

F((t)).

Preuve: Soit v comme dans la proposition 4.4. On a C(y) ~ Cy(8) et 8 est
dominée par »y. Puisque «y est anisotrope, alors 6 I'est aussi et ind C(y) = 4. Par
la proposition 3.2 (3) # n’est pas voisine. |

PROPOSITION 4.5: Soit [z] L [y] L [1] une forme quadratique anisotrope sur F.
Alors, la forme z [1,t7] L [y] L (1] est anisotrope sur F((t)).

Preuve: On fait la méme preuve que celle de la proposition 4.4. |

Pour 'isotropie d’une forme de dimension 4 et de type (1,2), on aura aussi
besoin de la proposition suivante.

PROPOSITION 4.6: Soit ¢ une forme quadratique de dimension 4, de type (1,2) et
d’espace sous-jacent V. Soient u,v,w € V deux a deux orthogonaux. Supposons
que la famille {u,v,w} soit libre. Alors, la forme [p(u)] L [p(v)] L [p(w)] est
dominée par .

Preuve: Posons W = Fu & Fv @ Fw. Soient ey, ey une base du rad(B,). Si e
ou ez ¢ W (par exemple e;), alors il est clair que la famille {e, u, v, w} est libre
et donc ¢ est totalement singuliére, une contradiction. Ainsi, rad(B,) C W. Soit
g €V tel que W = Fg ®@rad(B,,). Ainsi, la restriction de ¢ & W implique que

9) [p(w)] L [e()] L [p(w)] = [p(g)] L [pler)] L [w(e2)]-

Puisque g ¢ rad(B,), il existe g’ € V tel que By(g,9') # 0 (& scalaire pres,
on peut supposer que B,(g,g') = 1). I est facile de voir que {g’,g,e1,e2} est
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libre. Ainsi, ¢ = [p(g),¢(g")] L [p(e1)] L [p(e2)], et donc par 1'équation (9)
[p(u)] L [e(v)] L [p(w)] est dominée par . 1

On déduit le corollaire suivant.

COROLLAIRE 4.2: Soit ¢ une forme quadratique anisotrope de dimension 4, de
type (1,2) et d’espace sous-jacent V. Soient u,v € V tels que la famille {u,v}
soit libre, By,(u,v) = 0 et p(u) = dp(v) pour un certain d € F. Alors, il existe
t une forme de dimension 3 totalement singuliére qui domine [1] L [d] et qui est
faiblement dominée par .

Preuve: Posons W = Fu @ Fv. Soient ey, ey une base du rad(B,). Si W =
rad(B,), alors la proposition est évidente. Supposons que rad(B,) ¢ W. Alors,
e1 ou ey ¢ W (par exemple e;). Clairement, la famille {e;, u, v} est libre, et la
forme [1] L [d] est faiblement dominée par 9 := [p(e1)] L [p(u)] L [¢(v)]. La
proposition 4.6 appliquée & la famille {e1,u, v} implique que ¢ est dominée par
©. |

On donne certaines remarques concernant le lien entre les formes de Exc(F)
et les extensions multiquadratiques inséparables.

PROPOSITION 4.7: Soit ¢ = [1] L [ay] L [ap]. Alors, on a équivalence entre:
(1) ¢ est anisotrope;

(2) [F(var, vas) : F] = 4.

Preuve: Ceci puisque [F(,/a1, /az2) : F] < 2 si et seulement si \/a; € F(\/az)
ou /s € F(,/ay) si et seulement si ¢ est isotrope. |

COROLLAIRE 4.3: Soit ¢ = [1] L 1] L [@2] L 3] anisotrope.

(1) On a que [1] L [oq] L [ag] est isotrope sur F(\/a3) si et seulement si
V35 € F(J/a1, Ja3).

(2) Si[1] L [a1] L [ao] est isotrope sur F(\/as), alors la forme [1] L [a;] L [ag]
est isotrope sur F(\/a;) pour tout i € {1,2,3} et j, k € {1,2,3} — {i}.

(3) Si ¢ & Exc(F), alors [F( /a1, /az,/a3) : F] =8.

Preuve: (1) Posons 9 = [1] L [a1] L [ag]. Par la proposition 4.7, on a
[F(y/a1,/az) : F] = 4, de plus on a [F(y/a3) : F] = 2. De nouveau par la
proposition 4.7 on a ¢ anisotrope sur F(,/a3) si et seulement si

[F (v, Vag, vag) : F(y/as)] = 4.
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Ainsi, ¢ anisotrope sur F(\/a3) si et seulement si [F(\/ay, /az,/a3) : F] =
c’est-a-dire, 1) anisotrope sur F'(y/a3) si et seulement si \/o3 ¢ F(\/0q, \/(72‘)
(2) Par Passertion (1), on a F(,/a1, \/as) = F(\/a,/as,/as). Puisque
[F(/az,/a3) : F] = 4, on obtient F(\/a3, /a3) = F(y/ay1, /as, /a3). En par-
ticulier, \/a1 € F(y/az, /a3) et donc [1] L [az] L [ag] est isotrope sur F(,/oq).
De méme on montre que [1] L [on] L [a3] est isotrope sur F(\/az).
(3) C’est la méme preuve que celle de 1'assertion (1). |

LEMME 4.5: Soient 3 une forme anisotrope totalement singuliére de dimension
> 3, n une sous-forme de i de dimension > 2. Soit ¢ une forme quadratique
telle que pp(y) soit isotrope. Alors, wp () est isotrope.

Preuve: Posons n = dimg et ¥ = dimy. Par induction sur I’entier dim —
dim#, il suffit de prouver le lemme lorsque dimy¥ = dimn + 1. Posons ¢ =
[@1] L - L[ag]etn=[a1] L --- L [ag—1]. Soient Xs,..., X} des variables sur F,
K = F(Xs,..., X)) et d = —a7  (aa X3+ - -+axX?) de sorte que F(¢) = K(V/d).
Supposons que @ p(y) soit isotrope. Soit u = (o1 +B1Vd,. .., an+B,Vd) € F()™
non nul tel que @(u) = 0. Quitte & réduire aux mémes dénominateurs, on peut
supposer que oy, 8; € F [Xa,..., Xy]. Aprés simplification, on peut supposer que
les a;, B; ne sont pas tous divisibles par Xi. Remarquons que le corps F(n) se
déduit de F(v) en spécialisant X en 0. Pour finir on spécialise X3 en 0 dans
Péquation ¢(u) = 0. ]

Les deux résultats suivants nous seront utiles pour lisotropie d’une forme
d’Albert.

ProposiTioN 4.8: Soient ¢ une forme d’Albert anisotrope et ¢ =
(1] L [a1] L [a2] L [as] anisotrope. On suppose que [F(,/ay, /az,/a3) : F| =
8. Alors, pp(y) est anisotrope. En particulier, ¢ est anisotrope sur le corps
des fonctions d’une forme totalement singuliére anisotrope de dimension 4 qui
n’appartient pas & GExc¢(F).

Preuve: Soit D 'algébre & division équivalente & C(p). Supposons que @y soit
isotrope. D’apres le théoréme 5.1 (1) Palgébre D contient un sous-corps isomor-
phe & L := F(ya;,ay,1a;), une contradiction car indD = 4 et
[L: F] = 8. La deuxitme affirmation du corollaire est une simple conséquence
de la premiére et du corollaire 4.3 (3). |
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PROPOSITION 4.9: Soit ¢ = [1] L [a] L [b] L [¢] L [d] anisotrope. Alors:
(1) Ve ou Vd & F(v/a,Vb).

(2) Une forme d’Albert anisotrope reste anisotrope sur F(1).

Preuve: (1) Puisque ¢ est anisotrope, on déduit que les éléments
1,a,b,c et d sont linéairement indépendants sur F? (= {z? | z € F}). Comme
[F%(a,b) : F?] < 4, on déduit que ¢ et d n’appartiennent pas tous les deux &
F2(a,b), c’est-a-dire, \/c ou Vd ¢ F( /a, V).

(2) Par l'assertion (1) supposons que /c ¢ F(y/a, vb). Puisque [F(+/a, VD) :
F] = 4, on a alors [F(y/a, Vb, /c) : F] = 8 et par la proposition 4.8 une forme
d’Albert reste anisotrope sur 5 := [1] L [a] L [b] L [¢], en particulier elle reste
anisotrope sur F(p) par le lemme 4.5. |

Le résultat suivant permet de simplifier I’isotropie sur le corps des fonctions
d’une forme quadratique de type exceptionnel.

PROPOSITION 4.10: Soit ¢ = [1] L [a1] L [ag] L [a3) € Exc(F) avec n :=
[1] L [a1] L [evg] isotrope sur F(\/az). Alors, np(y) est isotrope.

Preuve: Par la définition du corps F(1), on déduit que NF(y) Teprésente az. On
écrit

(10) a3 = f§+oufl +asf}

pour certains fo, f1, f» € F(1). Puisque np(/az) est isotrope, on déduit par le
corollaire 4.3 (1) que a3 est représenté par [1] L [o;] L [ag] L [yaxe] sur F. On
écrit

(11) a3 = g§ + 019% + aags + arasg?

pour certains g, g1, 92,93 € F. Puisque ¢ est anisotrope, on déduit que g3 #
0. En ajoutant les équations (10) et (11), on déduit que ajay est représenté
par npyy. Ainsi, [1] L [oq] L [as] L [eias] est isotrope sur F(i) et donc
[F()(v/a1, /az) : F(¥)] < 4. Par la proposition 4.7 on obtient que Nr@yp) est
isotrope. |

Un des outils qu’on va utiliser dans ce papier est la théorie de réduction de
Springer en présence d’une valuation discréte en caractéristique 2 [28]. Pour la
commodité du lecteur on donne quelques rappels sur cette théorie [5, Page 1341],
[22, Section 2 et 3]. En effet, soient K un corps commutatif de caractéristique
2 Hensélien pour une valuation discréte, d’anneau de valuation A et de corps
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résiduel k = A/mA avec # une uniformisante, et ¢ une K-forme quadratique
anisotrope, qui peut étre singuliére, d’espace sous-jacent V. Pour i = 0,1,2, on
définit M; = {z € V | o(z) € 7*A}. Ces ensembles vérifient My C My C My, et
sont des A-modules. On définit respectivement sur Vy := Mo/My et Vi := M1 /M,
les k-formes quadratiques po(z+M;) = @(z)+7A et p1(y+Ma) = 7~ lp(y)+7A
pour (z,y) € My x My. Les k-formes quadratiques gy et ¢; sont anisotropes
et appelées respectivement la premiére et la seconde forme résiduelle de ¢. Ces
formes résiduelles ne dépendent que de la classe d’isométrie de ¢ (et elles peuvent
étre singulieres). Si de plus ¢ est non singuliére, alors dimy Vp + dimg V7 =
dimg V. Cette dernitre égalité est aussi vraie si ¢ est singulitre et [K : K?] =
2[k : k%] [22, Section 2].

Pour notre cas, on va prendre pour K le corps K = E((t)) avec E un corps
contenant F'. Sans le préciser dans les démonstrations, on ne considéere sur K
que la valuation t-adique.

Voici un résultat général qu’on va utiliser pour la suite.

PROPOSITION 4.11: Soient n € Wy (F) et ¢ = [a1] L --- L [ap] deux formes
quadratiques sur F. Solent uy,...,u, € F((t)) et £ une forme sur F((t)) tels
que @ :=rt(§ L p Lay[l,u1) L L a,[l,u,]) soit anisotrope sur F((t)) avec
e=0ouletrc FIt]] une unité. Soit we+1 la (e + 1)-iéme forme résiduelle
de ¢ (pour la valuation t-adique) et v’ la classe résiduelle de r. Alors, I'espace
sous-jacent a4 .1 contient un sous-espace auquel la restriction de @y, est la
forme r'(n L ).

Preuve: On va faire la preuve daus le cas ¢ = 0. L’argument est le méme
pour le cas € = 1. Notons V, W et U les sous-espaces sous-jacents a ¢, 1 et ¢
respectivement. Pour k € {0, 1}, soient

Ve ={veV|p)et*F[t]},
Wi = {v e W ®r F((t) | n(v) € t* F[[t]]},
Uy = {v e U®p F((t)) | ¥(v) € t*F([t]]}.

On peut voir Wy/W, et Up/U; comme des sous-espaces vectoriels de Vy/V;. Les
premiéres formes résiduelles de r1p((4)) et 79 r () sont respectivement r'n et /4.
Puisque 1 L % est anisotrope (car ¢ 'est aussi), on obtient par [22, Lemma 2]
que (Wo/W1) N (Uo/U1) = {0} et que la restriction de ¢, & Wo/W1 @ Uy /Uy est
la forme r'(n L ). |
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5. Démonstrations

Pour les démonstrations, la stratégie est la suivante. On commence par démontrer
le théoréme 1.1, puis on se base sur ce théoréeme pour démontrer le théoréme 1.2.
La démonstration du théoréme 1.3 sera faite de maniére directe. Pour démontrer
le théoréme 1.4 (resp. le théoréme 1.5 dans le cas d’une forme totalement sin-
guliere de dimension 3) on se raméne de maniére générique au cas d’une forme
anisotrope non voisine, de dimension 5 et de type (2,1) (resp. on se ramene de
maniére générique au cas d’une forme de dimension 4 et de type (1,2)). Les
démonstrations seront faites cas par cas.

Il est clair que si ¢ et 9 sont deux formes quadratiques anisotropes telles que
1 soit faiblement dominée par ¢ ou si ¢ € PiF et ¢ domine une voisine de 1,
alors @p(y) est isotrope. Ainsi, on va éviter de repréciser ceci dans la majorité
des preuves.

1 - DEMONSTRATION DU THEOREME 1.1. D’aprés le théoréme de Jacobson
(13], [23] on sait que deux formes d’Albert associées & une méme algebre de
biquaternions sont semblables. Pour étudier I'isotropie d’une forme d’Albert, on
va utiliser de maniére fréquente ce résultat de Jacobson. Aussi, on va utiliser
le théoreme de réduction d’indice d’une algebre simple centrale sur le corps des
fonctions d’une quadrique en caractéristique 2 [24]. Cette méthode a éié utilisée
par 'auteur [18] pour retrouver le résultat de Leep [20]. Mais ici la situation est
plus compliquée. On commence par rappeller le théoréme de réduction d’indice
en caractéristique 2.

THEOREM 5.1 ([24, Lemma 3, Theorem 3 et 4]): Soient F' un corps commutatif
de caractéristique 2, D une F-algébre centrale a division de dimension finie, 1
une forme quadratique anisotrope de dimension > 2. Alors, on a:

(1) Supposons ¢ = [a] L -+~ L [am] L [1]. Alors Dp(y) n’est pas & division si
et seulement si D contient un sous-corps isomorphe & F(\/a1,...,\/am).

(2) Supposons que 1 = ay[1,b1] L --- L an[l,b,] L [e1] L - L [em] L [1]
avec m > 0. Alors, Dp(y) n’est pas & division si et seulement si D contient une
sous-algébre isomorphe & [by,a1) ® -+ ® [bn,an) @ F(\/C1,. .., /Cm)-

(3) Supposons que v soit non singuliére. Alors:

(i) Si A(y) € p(F), alors Dpy) n'est pas & division si et seulement si My(D)
contient une sous-algébre isomorphe 4 C(v)).

(i) Si A(Y) € p(F), alors Dp(yy n’est pas & division si et seulement si D
contient une sous-algébre isomorphe 4 Co(1)).

Soient ¢ et ¢ comme dans le théoréme 1.1. Puisque ¢ est anisotrope, on a
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ind C(p) = 4. Soit D une algebre a division vérifiant C(p) ~ D. Si pp(y) est
isotrope, alors ind Dp(,,,) <2.

PROPOSITION 5.1: Soit ¥ une forme quadratique anisotrope qui est de 'un des
types suivants:
(1) 4 est totalement singuliére de dimension 4 n’appartenant pas 4 GExc(F),
2) 1 est voisine de dimension 5,

4) % est de dimension 6 mais pas d’Albert,
5) dimey > 7.
Alors, pp(y) est anisotrope.

(
(3) ¥ est de dimension 5 non voisine et de type (r, s) avec s > 2,
(
(

Preuve: Soit ¥ comme dans la proposition.

(1) Supposons que ¥ soit totalement singuliére de dimension 4 n’appartenant
pas & GExc(F): Par la proposition 4.8 on a que pp(y) est anisotrope.

(2) Supposons que ¥ soit une voisine de dimension 5: Soit @ € PoF la forme
correspondante. On a que g () est isotrope. Si pp(y) est isotrope, alors wp(x)
I’est aussi. Par le théoréme 5.1 (3)(i) M2(D) contient une sous-algebre isomorphe
4 C(m). Or dimp C(r) = 2% > dimp M2(D), une contradiction.

(8) Supposons que ¥ soit de dimension 5 et de type (r,s) avec s > 2 mais non
voisine: Alors, modulo un scalaire ¢ = [1] L [a] L [8] L € pour £ une forme de
dimension 2.

(8.1) Si € est singuliére, alors par la proposition 4.9 @ (y) est anisotrope.

(8.2) Si £ est non singuliere. Posons & = a{l,b]. Si pp(y) est isotrope, alors le
théoréme 5.1 (2) implique que D contient une sous-algebre isomorphe a [b, a) ®F
F(\/a,+/B). Puisque [F(\/a,+/B) : F] = 4 (proposition 4.7), on obtient D =
[b,a) ®F F(y/a,/B), une contradiction.

(4) Supposons que ¥ soit de dimension 6 mais pas d’Albert:

(4.1) Si ¢ est totalement singuliére. Soit 1 une sous-forme de ¢ de dimension
5. Par la proposition 4.9 pp(y) est anisotrope, et donc par le lemme 4.5 p(y)
est anisotrope.

(4.2) Si ¢ est singulitre mais pas totalement singuliere. Alors, 9 domine une
forme p qui n’est pas totalement singuliére, de dimension 5 et de type (r, s) avec
s > 2. Par le corollaire 3.4 Pextension F(u)(4)/F(u) est transcendante pure.
Par les cas (2) et (3), la forme ¢p(,) est anisotrope, et donc pp(y) est aussi
anisotrope.

(4.3) Si 9 est non singuliére. Puisque dimp Co(¢) = 25 > dimp D, I'algebre
D ne peut contenir une sous-algébre isomorphe & Co(1). Ainsi, le théoréme 5.1
(3)(ii) implique que @p(y) est anisotrope.
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(5) Si 9 est de dimension au moins 7.

(5.1) Si ¢ est totalement singuliére, alors 1) domine une forme A totalement
singuliére de dimension 5. Par le cas (3.1) la forme @p(5) est anisotrope, et donc
par le lemme 4.5 @p(,) est anisotrope.

(5.2) Si ¢ n’est pas totalement singuliere, alors ¢ domine une forme v de
dimension 5 qui n’est pas totalement singuliére, de type (r,s) avec s > 2. Par le
corollaire 3.4 1'extension F(v)(¢)/F(v) est transcendante pure. Par les cas (2)
et (3) la forme @p(,) est anisotrope, et donc @p(y) est anisotrope. |

A cette étape la premiere assertion du théoréme est démontrée.

PROPOSITION 5.2: Soit ¢ une forme anisotrope telle que dimy € {2,3,4,5,6} et
que v ne soit ni de type (I) ni dans GPF' ni totalement singuliére de dimension
4. Alors, pp(y) est isotrope si et seulement si 1 est faiblement dominée par ¢.

Preuve: Soit 1) comme dans la proposition. Supposons que @p(y) soit isotrope.

(1) Si ¢ est une forme d’Albert: Par le théoréme 5.1 (3)(i) My(D) contient
une sous-algebre isomorphe & C(¥). On a indC(¢) = 4 et C(p) ~ D. Ainsi,
C(p) ~ C(3). D’apres le théoreme de Jacobson [13], [23] ¢ est semblable & 4.

(2) Si 9 est une forme non singuliere de dimension 4 et A(¢) € p(F): Modulo
un scalaire, on suppose ¥ = [1,7] L a[1,s]. Par hypothése r + s & p(F). On a
Co(¢) & [s,a) ®F F(p~'(r + s)) [24, Proposition 5]. Par le théoréme 5.1 (3)(ii)
D contient une sous-algébre isomorphe & Cp(#). Soit C le centralisateur de [s, &)
dans D. On a

D=C®Fls,a).

Puisque F(p~!(r + s)) C C, on obtient que C ~ [r+s,8) pour un certain
B € F*. La forme n = [1,r] L «[l,s] L B[1,7 + 5] est une forme d’Albert qui
vérifie C(n) ~ C(g). D’apreés le théoréme de Jacobson [13], [23] on déduit que ¢
est semblable & 7. Puisque ¥ < 7, on déduit que ¥ est faiblement dominée par
®.

(3) Si ¢ est une forme dimension 4 et de type (1,2): Modulo un scalaire, on
suppose ¥ = a[l,a] L [8] L [1]. Par le théoreme 5.1 (2) D contient une sous-
algebre isomorphe a [, a) @ p F(v/B). Soit C’ le centralisateur de o, a) dans D.
On a D % [o,a) ®F C'. Puisque F(y/f) C C', on déduit que C’ ~ [b, B) pour un
certain b € F. La forme np = a[l,a] L B[1,b] L [1,a+ b] vérifie C(n) ~ C(p).
Par le théoreme de Jacobson [13], [23] on obtient que ¢ est semblable & 5. Puisque
1 est dominée par 7, on déduit que ¥ est faiblement dominée par .

(4) Si ¢ n’est pas voisine, de dimension 5 et de type (2, 1): Modulo un scalaire,
on suppose ¥ = [1] L ¢’ pour ¢’ une forme de dimension 4 non singuliére. On ne
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peut avoir A(y’) € @(F) car sinon ¢ € GPLF et 1) serait voisine. L’extension
F(y')(¥)/F(¢') est transcendante pure, et par conséquent @y est isotrope.
D’apres le cas (2) il existe a,b € F* tel que

ap 2y’ Lb[1L,A(Y)].

On a Cp(vp) ~ C(¥') [24, Lemma 2]. Aussi, C{p) ~ C(¥') ®r [A@'),)).
Par le théoreme 5.1 (2) D contient une sous-algébre isomorphe a C(y'). On
aind C(y') = 4 car Cy(p) ~ C(¢’) et ¢ n’est pas une voisine. Ainsi, D ~ C(¢')
et [A(Y'),b) ~ 0. Par conséquent, [1, A(y)] = b[1, A(¢’)]. Par I'équation (12)
on obtient ap = o' L [1, A(¢)], ce qui implique que ¥ est faiblement dominée
par .

(5) Si ¢ est totalement singuliere de dimension 3: Modulo un scalaire, on
suppose ¢ = [o] L [8] L [1]. Par le théoréme 5.1 (1) D contient un sous-corps
isomorphe & F(y/a,+/B). Ainsi, 'algebre D est déployée par F(/a,+/B). On
a [F(y/a,/B) : F| = 4 (proposition 4.7). D’aprés [1, Theorem 28, page 108] il
existe r, s € F tels que D ~ [r, &) ®F [s, 3). La forme

n:=«al,r] L B[1,s] L [1,r+ 9]

est d’Albert et vérifie C(n) ~ C(yp). D’aprés le théorgme de Jacobson [13], [23]
la forme 7 est semblable a ¢, et donc ¢ est faiblement dominée par 7.

(6) Si v est de dimension 3 et de type (1,1): Modulo un scalaire, on suppose
¥ = a[l,b] L [1]. Par le théoréme 5.1 (2) D contient une sous-algébre isomorphe
4 [b,a). Par conséquent, il existe z € F, y € F* tel que D ~ [b,a) ®F [z,¥).
La forme n' = a{1,b] L y[1,z] L [1,b+ z] est d’Albert et vérifie C(n') ~ C(p).
Toujours par le théoréme de Jacobson [13], [23] la forme 5’ est semblable & ¢ et
donc ¢ est faiblement dominée par ¢.

(7) Si dim® = 2: Dans ce cas le théoréme se déduit de [2, Page 182] (resp.
de [3, Theorem 4.2, Page 121]) lorsque ¢ est singuliére (resp. lorsque ¢ est non
singuliére). |

A cette étape la deuxiéme assertion du théoréme est démontrée.

PROPOSITION 5.3: (1) Si9 € PiF, alors pr(y) est isotrope si et seulement si ¢
domine une voisine de 1.

(2) Sip = (1] L [a1] L [a2] L [as] € Exc(F) avec p := [1] L [oa] L [o]
isotrope sur F(\/ag), alors ¢ F(y) €st isotrope si et seulement si n est faiblement
dominée par .

Preuve: Soit ) comme dans la proposition. Supposons que @p(y) soit isotrope.
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(1) Si ¢ € P F: Posons 9 = [1,a] L b[1,a] et soit p = [1] L b[1, a] qui est une
voisine de ¢. Puisque F'(p)(1)/F(p) est transcendante pure, on déduit que @r(,)
est isotrope. Par le cas (6) de la preuve de la proposition 5.2, il existe ¢ € F* tel
que ¢p % . La forme cp est une voisine de 9 et dominée par .

(2) Supposons que ¢ = [1] L [og] L [as] L [as] € Exc(F) avec n :=
1] L [ea] L [ag] isotrope sur F( /o). Par le corollaire 4.3 (1) on a /a3 €
F(y/01,/a2). Par le théoreme 5.1, D contient un sous-corps isomorphe a
F(\/ay,Joa) = F(y/ai1,/az, /asz). On finit la preuve comme dans le cas (5) de
la preuve de la proposition 5.2 pour montrer que 7 est faiblement dominée par .
Réciproquement si 1 < ag pour un certain ¢ € F*, alors en passant par l'algébre
de Clifford on voit que D contient un sous-corps isomorphe & F(,/aq, /az). Or

F(\/a1,Jaz) = F(/ai1, J/as, Jas). Alors, @r(y) est isotrope par le théoréme

-

5.1. |
Ainsi, le théoréme est démontré.

2 - DEMONSTRATION DU THEOREME 1.2. Soient ¢ et ¢ comme dans le théo-
réme 1.2. Modulo un scalaire, on suppose ¢ = [1,a] L «[1,b] L [B]. Soit v =
[1,a] L a[1,b] L B[1,a+ b] une forme d’Albert associée & ¢. Puisque @ n’est
pas voisine on déduit que «y est anisotrope (proposition 3.2). Soient D 1’algébre 4
division associée & v, et § = [t + ¢ +a] L a[1,8] L B[1,a+ b] définie sur F(¢).
La forme ¢ n’est pas voisine car Co(8) ~ Co(pp())-

PROPOSITION 5.4: Soit ¢ une forme anisotrope qui est de I'un des types suivants:
(1) dim¢ = 2,
(2) ¢ est non singuliére de dimension 4 n’appartenant pas 4 GP, F,
(3) 9 est de dimension 5 et de type (2,1) qui n’est pas voisine,
(4) ¢ est de dimension 3 et de type (1,1).
Alors, pp(y) est isotrope si et seulement si 1 est faiblement dominée par .

Preuve: Soit ¢ comme dans la proposition. Supposons que @g(y) soit isotrope.

(1) (i) Si ¢ est une forme quadratique de dimension 2 non singuliére: Modulo
un scalaire, on pose ¢ = [1,d]. Alors, ¢y, est isotrope out L = F(z) avec 22+2+d =
0. lexiste y = (an+B12, - .., a5+P52) € F(2)° non nul tel que ¢(y) = 0. Puisque
4 est anisotrope, I'extension L/F est quadratique. Un simple calcul montre que

(13) p(v) = dp(w) et By(v,w) = p(w)

ot v = (a1,...,05) et w = (B1,...,0s). On a By(v, w) # 0, car sinon on aurait
w(w) = 0 et donc ¢(v) = 0. Puisque ¢ est anisotrope on aurait y = 0, une
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contradiction. Ainsi, espace W engendré par {v,w} est non singulier. D’aprés
[3, Proposition 3.2, Page 10], on a F* = W & W+ ot W+ est I'orthogonal de W
relativement & B,. En utilisant 'équation (13) on déduit que la restriction de ¢
a W est la forme o(w) [1,d]. Ainsi, ¢ est faiblement dominée par ¢.

(i1) Si ¢ est singuliere de dimension 2. Modulo un scalaire, on peut supposer
que 9 = [1] L [d]. Alors, gk est isotrope ot K = F(v/d). Comme dans le
cas (1) on utilise le fait que l'extension K/F est quadratique pour montrer qu'il
existe z = (a1,-+-,a5) et y = (B1,...,B5) € F° non tous deux nuls tels que
o(x) = dp(y) et By(z,y) = 0. Soit z € F® tel que rad(B,) = Fz. Puisque
d ¢ F? (car 9 est anisotrope), on vérifie que {z,y} est libre.

eSizcV :=Fz®Fy. Soit 2/ € F¥telque V = Fz@F2'. Alors, la restriction
de ¢ &V est

(14) e()([1] L [d]) = [p(2)] L ()]

Puisque 2’ ¢ rad(B,), il existe 2" € F® tel que B,(z',z") # 0 (& scalaire pres,
on peut supposer que By(2',2") = 1). Clairement, la famille {z’,2"} est libre
et Vespace U := Fz' @ Fz" est non singulier. Ainsi, F® = U@ Ut ou Ut
est Porthogonal de U relativement & B,. Remarquons que z € U L. Ainsi, la
restriction de ¢ & U+ est la forme [p(2)] L € avec £ une forme de dimension 2
non singuliére. Par conséquent,

P p(2"), p(z")] L € L [p(2)].

De léquation (14) on déduit que la forme {1} L [d] est faiblement dominée par ¢.

e Si z ¢ V, alors la famille {z,y, 2} est libre. Soit U’ un supplémentaire de
Fr®Fy®Fz. Larestriction ¢’ de ¢ & Fr@®Fy®U’ est une forme non singuliere
de dimension 4 (car ¢ est de type (2,1)). Clairement, (p’F( ) €8t isotrope. Par le
théoreme 1.3 1) est faiblement dominée par ¢, et donc ¥ est faiblement dominée
par .

(2) Si ¢ est non singuliere de dimension 4 avec A(Y) ¢ p(F): Modulo un
scalaire, on suppose ¥ = [1,a’] L o/ [1,¥]. Puisque vg(y) est isotrope et a’ +-b' ¢
p(F), on déduit par le théoréme 1.1 qu’il existe e, 3’ € F* tel que

(15) ey [1,a'] Lo'[1,0] LA [1,a' +7.
Puisque Cy(p) ~ C(ey), on déduit que

(16) [d',8") ®F [t',o'B') ~ [a, B) ®F [b,aB).
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Considérons la forme
n:=PB[1,a] LaB[l,b) LAY L[l,a+b+a +¥].

Par Péquation (16), on déduit que C(n) ~ 0. Puisque n € IW,(F) de dimension
10, il existe £ € F*, 7 € P,F ([3, Pages 129-130]) tel que

(17) N~ ZT.

On a iw (np(y)) > 2 et par conséquent Tp(y) ~ 0. D’aprés la proposition 4.3 on
am 2y Ly avec y € Dp([1, A(%)]). L’équation (17) implique que la forme
7= F[1,a] LaB[1,b] LyB'¢¥ L [1,a+b+a' + ] vérifie

(18) n ~(z,8) ® 1 € PW,(F).
Le Hauptsatz d’Arason-Pfister {2, Satz 4.2] implique que
7 ~0.
Par le lemnme 3.1, on a
Bll,a] L aB1,b) LyB'y L[1] ~[1].

C’est-a-dire,

[L,a] Laf1,b] L[8] ~yBB'y L[B].
Par simplification de Witt (proposition 4.1), on déduit que ¢ = [8] L y88'¢, et
donc 9 est faiblement dominée par .

(3) Si ¢ n’est pas voisine, de dimension 5 et de type (2,1): Modulo un scalaire,
on suppose ¥ = [l,a'] L o'[1,8] L [#']. La forme ¢ := [1,a'] L o [1,V]
n’appartient pas & GP F car ¢ n’est pas voisine. Puisque F(£){v))/F(£) est
transcendante pure, la forme @p(¢) est isotrope. Par le cas (2), il existe = € F*
tel que

(19) =2 zla] Lz [1,6] L[]
Puisque yp(y) est isotrope, il existe f € F* tel que

fyeld] Lo [1,0] LA [1,d +V].

Colp) ~ [, 28) ®F [V, za' B)
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et

C(fy)~ . 8)ert,of).
Puisque Co(p) ~ C(y) ~ C(fv), on obtient que [a' +b',z88') ~ 0. Par
conséquent, 80’ [1,a'] L [1,a'] =2 zB5'[1,b'] L [1,'], et donc

(20) z[l,a'] L BB [1,a') 2 z[1,0'] L B8/ [1,V].
De Péquation (20), on déduit que la forme
7= (z[l,d'] L zo' [1,¥]) L BB'([1,d'] L &' [1,b'])

appartient & GP,F. Puisque ¢r(y) €t @p(y) sont isotropes et £p(y) est anisotrope
(théoréme 1.3), on obtient que ' € Dpyy([1,¢] L o [1,V]) et que
B € Dpyy(z[1,a'] L za' [1,V']) par Péquation (19). Ainsi, mp(y) est isotrope. Si
m était anisotrope, ¢ serait faiblement dominée par 7 et donc une voisine, une
contradiction. Ainsi, m ~ 0 et donc z[1,a'] L zo/ [1,0] 2 8B'([1,a'] L &' [1,¥]).
Avec Péquation (19) on obtient ¢ =2 88'4.

(4) Si ¢ est de dimension 3 et de type (1,1): Modulo un scalaire, on suppose
Y = [1] L o/[1,a’]. Posons 7 = [1,a'] L &'[1,d'] € PiF. Puisque yp(y) est
isotrope, il existe r,8,z € F* tels que ry = [1,2] L o'[1,d'] L s[l,d' +2].
Puisque C(ry) ~ C(vy) ~ Co(p), on a

[a',s¢) ®F [2,8) ~ [a,B) ®F [b, ).
La forme
p:=p[1,a) LaB1,b] Lsa'[1,a'] Ls[l,2] L{l,a+b+a +2]

est de dimension 10 et d’invariants d’Arf et de Clifford triviaux. Ainsi, il existe
7 € GPRF tel que u ~ 7. Puisque ¢ est voisine de 7, les formes ¢p(,) et Yp(r
sont isotropes. On a iw(up(.,)) > 2 et donc mp(;) ~ 0. Par le corollaire 3.5 il
existe e, f € F tels que
T2 QT

Onap L (s,sef)®T ~ (1,5e)@m € IPW (F). Puisque dim(p L (s, 5ef)®7T)an <
14, on obtient par le Hauptsatz d’Arason-Pfister que 1 L (5, sef) ® 7 ~ 0, c’est-
a-dire,

(21) Bl,a] LaB[1,b] L[l,a+b+a'+ 2] 2sefr Ls[l,a"+7].

Dans I’équation (21) on ajoute de part et d’autre la forme [1] pour obtenir par
le lemme 3.1

(22) B{l,a) LaB1,b] LH L 1) sefr Ls[l,a'+ 2] L[1].
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Ainsi, ¢ ~ s8[1,a’' + 2] L [f] L sefpr. La forme 7 est anisotrope car 9 l'est
aussi. Par raison de dimension la forme s3[1,a’ + z] L [8] L sefpT est isotrope,
et donc sefft et sB[1,a’ + z] L [3] représentent un élément non nul u en com-
mun. Par le lemme 3.1 on a I'un des cas suivants:

Cas 1: sp[l,a' + 2] L [B] = [u] L,

Cas 2: sf[l,a' + 2] L [B] = [B] L [u,v]
pour certains v € F et £ une forme de dimension 2.

e Supposons qu’on soit dans le cas 1. Puisque

seffr 2 ur & [u,ua’] L ud [1,a'],
on obtient par le lemme 3.1 que
sB{l,a’ +2] L[B] LsefBr=¢& L HL[u Lud[1,d].

Par la simplification de Witt (proposition 4.1) on obtient ¢ = [u] L £ L ua'[1,4]].
11 est clair que ¢ est faiblement dominée par .
e Supposons qu’on soit dans le cas 2. Alors

sefBr L[B] L sB[l,a +2] ~ufl,a] Lua'[1,a'] L u[l,uv] L [B]
~ull,d +uwv] L ud[1,a'] L [3].
Par conséquent, ¢ ~ [8] L u[1,d’ + wv] L ua'[1,4’], et donc
e [Bl Lull,d' +uv] Lud[1,a].
I1 est clair que 1 est faiblement dominée par ¢ ]

A cette étape la premiere assertion du théoréme est démontrée.

PROPOSITION 5.5: Soit ¢ une forme anisotrope qui est de 'un des types suivants:
(1) 4 est de type (I) ou totalement singuliére de dimension 4 et n’appartenant
pas & GExc(F'),
(2) ¢ est une forme d’Albert.
Alors, pp(y) est anisotrope.

Preuve: (1) Si 4 est de type (I) ou totalement singuliere de dimension 4 mais
n’appartenant pas & GExc(F'): Alors par le théoréme 1.1 YF(y) est anisotrope et
donc @ (y) l'est aussi.

(2) Si 9 est une forme d’Albert: Supposons que ¢ F(y) 801t isotrope, alors v (y)
'est aussi. Par le théoréme 1.1 ¢ est semblable & . Ainsi, ¢p(,) est isotrope.
Puisque F'(y) est isomorphe & F'(t)(#), on obtient par la proposition 5.4 que

(23) orwy 2r(BLa+b] Lafl,b] L [ +t+a])
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pour un certain r € F(t)*. Par le lemme 4.2 on a (¢t +t + a)B € F(t)?. Ainsi,
(24) or@) = (2 +t+a)(af[1,8] L [La+b]) L [4].

Soient £ = af{1,b) L (1,a+b],& =[a] L (Bl et L = Ft]/(t? + t + a). Pulsque ¢
est anisotrope et A(€) = a, on a &y, anisotrope (lemme 4.3). Aussi, la forme £}
est anisotrope (proposition 1.1). Par 'équation (24), on a

o € Drp) (2 + 1+ a)¢ L [B]).
Ainsi, il existe P,Q € F[t] et R € F[t]* tels que
(25) aP? = (2 + t + a)(R) + BQ>.
En étendant I’équation (25) au corps L, on déduit que
aP? = fQ?

oit “désigne la classe modulo 2 +¢ 4+ a. Puisque £} est anisotrope, on déduit que
P=(2+t+a)P et Q= (t? +t+a)Q’ pour certains polynomes P',Q’ € F [t].
En substituant dans I’équation (25) et en simplifiant par ¢2 + ¢ + a, on obtient
que

(26) 2 +t+a)a(P) =€6R)+ (2 +t+a)8(Q)

En étendant cette fois-ci 'équation (26) au corps L, on obtient que

ER) = 0.

Puisque £, est anisotrope, on a R = (¢2 + ¢ + a)R’ pour un certain R’ € F 4.
En substituant dans ’équation (26) et en simplifiant par ¢2 + ¢ + a, on obtient

(27) a(PV = (2 +t+ a)é(R") + B(Q")%

On est ramené & 'analogue de I’équation (25) avec des polynomes P, Q' et R’
de degré strictement inférieurs & ceux des polynémes P, @@ et E. On reprend
de nouveau ce qu'on vient de faire & partir de ’équation (25) jusqu’a ce qu’on
aboutit & une contradiction. ]

A cette étape, la deuxieme assertion du théoreme est démontrée.
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PROPOSITION 5.6: Supposons que 1 soit anisotrope de dimension 4 et de type
(1,2) ou totalement singuliére de dimension 3. Alors, @y est isotrope si et
seulement si il existe ¢' une forme de dimension 5 et de type (2,1), » € GP2F
telles que ¢ ~ w L ' et que v soit faiblement dominée par 7 et ¢'.

Preuve: Soit ¥ une forme comme dans la proposition. 1l est clair que la condition
donnée dans la proposition implique que pp(y) est isotrope. Réciproquement,
SUppOSOns que Yp(y) soit isotrope. Modulo un scalaire, on suppose ¥ = 1] L ¢
avec dim¢ = 3 (resp. dim¢ = 2) lorsque ¢ est de type (1,2) (resp. lorsque 9 est
de type (0,3)). On pose o = B[1,a] L aB[1,b] et

_Jd[1,d] L[A] sivest de type (1,2),
$= [r] L [s] si 1 est de type (0, 3).

On va montrer qu’il existe = [1,v] L g non singuliere de dimension 6 telle que:
o £ soit dominée par p,
* 1€ Dpy)(urm)),
e 0 L 7 ait des invariants d’Arf et de Clifford triviaux.

Puisque yp(y) est isotrope, il existe u,b’,m,n € F* tels que

(28) wy = o [1,a'] L B [LY] L [1,a" +86] siestde type (1,2),
r(1,m] Ls[l,n] L(1,m+mn]  siy est de type (0,3).
D’une part on a

C(ur) ~ Colp) ~ [b,aB) ®F [a, )

et d’autre part

Cluy) ~ @, 0y ®Fp [, si¢estde type (1,
v [m,r) ®F [n,s)  siy est de type (0,

2),

3).
La forme

P K Lo [La] LAV L[L,a+b+a +¥] siyestdetype (1,2)

o Lr{l,m]Ls[l,n]L(l,a+b+m+n] si 1 est de type (0, 3)

est de dimension 10 et vérifie A(A) = 0 et C(A) ~ 0. Alors, on prend

o' 1,d] LB [L,Y] sivest de type (1,2)
P=Ur,m) Ls[l,n]  sie est de type (0,3)

et
_Ja+b+d +b  siyest de type (1,2),
T la+b+m+n siyest de type (0,3).
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Clairement, £ < pg. Puisque dimA = 10 il existe 7 € GPF tel que A ~ ,
c’est-a-dire,

o~mw L7

On ajoute de part et d’autre dans la derniere égalité la forme [1] et on utilise le
lemme 3.1 pour déduire que

o~ pr Ly

ott ¢’ = B(p L [1]). Puisque @p(y) est isotrope et o p(y) est anisotrope (théoreme
1.3), on obtient que op(y) représente 1. Par définition de F (1), la forme {p(y)
représente 1. Ce qui implique que pp(y) représente 1 (car £ < u). Ainsi,

(B [l’a] 1ap [17b])F(1/J) = [176] L&

et
pre) = (11L&
pour e, f € F(¢) et &, &2 des F(y)-formes de dimension 2. Clairement,

Arw)y ~& L& Llet+ f+v]~mpy).

Par le Hauptsatz d’Arason-Pfister, on conclut que 7z (y) est isotrope et donc ¥
est faiblement dominée par 7. De plus, on a 8¢y < ¢'. ]

PROPOSITION 5.7: (1) Si o) € PiF, alors pp(y) est isotrope si et seulement si ¢
domine une voisine de .

(2) Siv = [1] L [ea] L [ag] L [a3] € Exc(F) avec n := [1] L [o1] L [e]
isotrope sur F'(,/a3), alors p(y) est isotrope si et seulement si pp(y) est isotrope.

Preuve: Soit ¢ comme dans la proposition. Supposons que @ g (y) soit isotrope.

(1) Si ¥ € PiF. Posons ¢ = [1,a] L b[1,a] et soit p = [1] L b[1,a] qui est
une voisine de 9. Puisque 1, est isotrope, la forme ¢p(,) U'est aussi. Par la
proposition 5.4 il existe ¢ € F™* tel que ¢p < ¢. La forme cp est une voisine de 9
et dominée par .

(2) Par le lemme 4.5 @p(y,) est isotrope. Réciproquement, si ¢ () est isotrope,
alors il existe ¢’ non voisine de dimension 5 et de type (2,1) et 7 € GP2F tels
que ¢ ~ ¢’ L 7 et que 7 soit faiblement dominée par ¢’ et m. Par la proposition
4.10 np(y) est isotrope, et donc w},w) et mp(y) sont isotropes. En particulier,
PP = "03’(1&) et donc pp(y) est isotrope. |

Ainsi, le théoréme est démontré.
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3 - DEMONSTRATION DU THEOREME 1.3. Modulo un scalaire, on suppose
¢ = [1,a] L b[l,a’]. Soient L = F(p~'(a+a’)) et 7 = [1,a] L b[1,a]. On
a ¢r = 7, € PL qui est anisotrope par le lemme 4.3. Supposons que @ p(y) 80it
isotrope. Alors, ¢ry) ~ 0. Par la proposition 3.4 ¢, est faiblement dominée par
@¢r. En particulier, dimy < 4.

(1) Si 9 est de I'un des types suivants:

e 1 est totalement singuliére de dimension 3,

e 1 est singuliére de dimension 4,
alors 1 domine une forme totalement singuliére de dimension 3 et donc il en est
de méme pour ¢, une contradiction.

A cette étape la premiére assertion du théoréme est démontrée.

(2) Si ¢ est de dimension 2: Lorsque ¢ est non singuliére (resp. singuliere),
alors d’aprés [3, Theorem 4.2, Page 121] (resp. d’aprés [2, Page 182]) ¢ est
faiblement dominée par ¢.

(3) Si ¢ est non singuliere de dimension 4: Alors, 71 est semblable & ¢, et
A(Yr) € p(L). La condition A(¢yr) € p(L) implique que A(y) € p(F) ou
AY) = Alg).

(3.1) Si A(y) = A(yp), alors ¢ est semblable & ¢ [21].

(3.2) Si A(y) € p(F), alors ¢y € GPF. Modulo un scalaire, on suppose
¥ =[1,z] L y[1,z]. Posons ¢’ =[1,z] L y[l,z+ A(p)]. Puisque ¢ = 9}, on
obtient que ¢y = (¢') 5. Puisque A{¥’) = A(yp), on déduit par le cas (3.1) qu'il
existe e € F* tel que ¢ = ey)’. Ainsi, la forme e([1, z] L [y]) est une voisine de 9
et dominée par .

(4) Si ¢ est de dimension 3 et de type (1,1): Modulo un scalaire, on suppose
¥ =[1] L «[1, 8]. La forme ¢ est voisine de p :=[1, 8] L «[1, 8] € P, F. Puisque
Y (o) est isotrope, on déduit que g,y est isotrope. D’aprés le cas (3.2), il existe
g € F* et une voisine 1)’ de p tel que ¥’ < gp. Par le lemme 4.4 les formes 1) et
1’ sont semblables. Par conséquent, ¢ est faiblement dominée par .

A cette étape la deuxiéme et la troisitme assertion du théoréme sont
démontrées.

4 - DEMONSTRATION DU THEOREME 1.4. Modulo un scalaire, on suppose
¢ =z[1,a] L [y] L [1]. Par le corollaire 4.1 la forme § = z[1,a] L y [1,¢71] L [1]
est anisotrope et non voisine sur L := F((¢)). Posons 7 = [l,a] L z[1,q],
vy==z[l,a] Ly [1,¢7}] L [1,¢7! + a] qui est anisotrope sur L (proposition 4.4).
Par [22, Lemma 2] la premiere forme résiduelle (resp. la seconde forme résiduelle)
de 0 est ¢ (resp. [y]). De méme, la premiére forme résiduelle (resp. la seconde
forme résiduelle) de « est ¢ (resp. [y] L [1]).
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PRroPOSITION 5.8: Soit 1 une forme amsotrope qui est de I’'un des types suivants:
(1) dimy > 5,
(2) ¢ est non singuliére de dimension 4 n’appartenant pas 3 GP,F,
(3) ¥ est totalement singuliére de dimenison 4 n’appartenant pas 4 GExc(F).
Alors, pr(y) est anisotrope.

Preuve: Soit ¢ comme dans la proposition.

(1) Si dimy > 6, alors par le théoréme 1.2 la forme 6y) est anisotrope, et
donc @p(y) l'est aussi.

(2) Si dimt = 5: Supposons que @p(y) soit isotrope. Alors, 61,(y) V'est aussi.
Par le théoréme 1.2 on déduit que 9 n’est pas voisine, de type (2,1) et r¢pr =0
pour un certain r € L*. Ecrivons ¢ = £ L [z] pour certains z € F* et £ une
forme de dimension 4 non singuliére. Par le lernme 4.2 on déduit que zr € F{{#))?.
Ainsi,

(29) ré L] z(l,a] Ly[L,¢71] L1].

Modulo un carré, on peut supposer que r = st¢ avec s € F[[t]] une unité et
€ € {0,1}. Notons s’ la classe résiduelle de s. Si € = 0 (resp. € = 1), alors
la premiére forme résiduelle de r§ L [1] est s'€ L [1] qui est de dimension 5
(resp. est la forme [1]). Clairement on a une contradiction sur les dimensions des
premieres formes résiduelles des deux membres de Iéquation (29). Ainsi, @r(y)
est anisotrope.

(3) Si 9 est non singuliere de dimension 4 n’appartenant pas & GPF:
Supposons que @p(y) soit isotrope. Alors, 0p,y) U'est aussi, et par le théoréme 1.2
on a

(30) ugp L [v] 226

pour certains u,v € L*. Par le lemme 4.2 on peut remplacer v par 1. Main-
tenant on est dans les mémes conditions que dans le cas (2) pour déduire une
contradiction.

(4) Si ¢ est totalement singuliere de dimension 4 n’appartexant pas & GExc{F):
Le théoreme 1.2 implique que 81,y est anisotrope et par conséquent pp(y) l'est

aussi. |
A cette étape la premiére assertion du théoréme 1.4 est démontrée.

PROPOSITION 5.9: Soit ¢ une forme anisotrope.
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(1) Supposons que 1 soit singuliére de dimension 2. Alors, g (y) est isotrope
si et seulement si il existe £ une forme totalement singuliére de dimension 3 qui
est faiblement dominée par ¢ et qui domine .

(2) Supposons que ¥ soit non singuliére de dimension 2 ou de dimension 3 et de
type (1,1). Alors, pp(y) est isotrope si et seulement si ¢ est faiblement dominée
par ¢.

Preuve: Soit ¢ comme dans la proposition. Il est clair que les conditions données
dans la proposition impliquent que ¢p(y) est isotrope. Réciproquement, sup-
posons que @p(y) Soit isotrope.

(1) Si 9 est singuliere de dimension 2: Modulo un scalaire, on suppose ¢ =
[1] L [d]. Puisque vz(y) est isotrope, on déduit que

(31) vy=r(l,u] Ld[1,v] L wl[lu+v])

pour u,v,7,w € L*. Modulo un carré on peut supposer que r = st avec s € F [[t]]
une unité et € € {0,1}. Posons s la classe résiduelle de s.

e Si ¢ = 1. Par raison de dimension et par la proposition 4.11 on déduit que
1] L [y] 22 s'([1] L [d)), et donc ¢ est faiblement dominée par .

e Si e = 0. On applique la proposition 4.11 & la forme r([1,%] L d[1,v])
pour déduire que l’espace sous-jacent & ¢ contient deux vecteurs x,y tels que
By(z,y) = 0 et p(z) = dp(y). Puisque ¢ est anisotrope, on déduit de la relation
p(z) = dp(y) que z et y sont lindairement indépendants. Pour finir, on applique
le corollaire 4.2.

(2) (i) Si % est non singuliére de dimension 2: Modulo un scalaire, on suppose
¥ = [1,d]. Alors, pF(y) est isotrope ol u vérifie u? + u = d. Soit

v = (a1 + Bt ..., 04 + fau) € Flu)?*

non nul tel que p(v) = 0. Puisque ¥ est anisotrope, 'extension F(u)/F est
quadratique. Un simple calcul montre que

p(w) = dp(w')
et
By(w,w') = p(v')

ot w = (ay,...,aq) et w' = (B1,..., ). Puisque @ est anisotrope et v # 0, on
a By(w,w') # 0 et les vecteurs w et w’ sont linéairement indépendants. Ainsi,
I'espace W := Fw @ Fw' est non singulier, et donc F* = W & W+ o W+ est
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lorthogonal de W relativement & B,,. La restriction de ¢ & W est o(w’)[1,d].
Ainsi, ¢ est faiblement dominée par ¢.

(ii) Si ¢ est de dimension 3 et de type (1,1): Modulo un scalaire, on suppose
¥ = [1,b] L [2]. Puisque 0,y est isotrope, on déduit par le théoréme 1.2 qu’on
a I'un des deux cas suivants:

(ii.1) = B([1,b] L [v,w] L [2]) avec B,v,w € L*, ou

(ii.2) 0 =2 o([1,b] L 2[1,k] L [I]) avec o, 1, k € L*.

Supposons qu’on soit dans le cas (ii.1). Par le lemme 4.2 on peut supposer que
2z = 1. Donc on a

62 2([1,b] L [v,w]) L [1].

Par la proposition 4.11 ’espace V sous-jacent & ¢ contient un sous-espace W
de dimension 3 tel que la restriction de ¢ & W soit z[1,b] L [1]. Soit U un
sous-espace de W (donc un sous-espace de V') dont la restriction de ¢ est z [1, b].
Puisque U est non singulier, on a V = U @ U' ott U est 'orthogonal de U
relativement & B,. Aussi, il existe v € W N UL tel que ¢(v) = 1. Puisque ¢
est de type (1,2), on obtient que ¢ = z[1,b] L [1] L [e] pour un certain e € F*,
c’est-a-dire, 9 est faiblement dominée par ¢.

Supposons qu’on soit dans le cas (ii.2). Modulo un carré on peut supposer que
a = st avec s € F[[t]] une unité et € € {0,1}. Remarquons que par le lemme
4.2 on peut supposer que la = 1. Donc on a

02 ste([1,5) L 2[1,k]) L [1].

Notons s’ la classe résiduelle de s.

e Si ¢ = 1. Par raison de dimension ceci n’est pas possible en appliquant
la proposition 4.11 & la forme st€([1,b] L z[1,k]) et en comparant les secondes
formes résiduelles.

o Si e = 0. Par la proposition 4.11 on a que I'espace sous-jacent & ¢ contient un
sous-espace dont la restriction de ¢ est s'([1,5] L [2]). On finit la preuve comme
dans le cas (ii.1) pour montrer que ¥ est faiblement dominée par . |

PROPOSITION 5.10: Soit 1 une forme anisotrope de dimension 4 et de type (1, 2).
Alors, pp(y) est isotrope si et seulement si 1 est faiblement dominée par .

Preuve: Modulo un scalaire on suppose que ¥ = a[1,€] L [8] L [1]. Supposons
que pp(y) soit isotrope. Alors, yz(y) l'est aussi. Par le théoréme 1.1 on a

(32) vy r(alle] L B[1,u] L[l,e+u])
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pour certains 7,u € L*. Modulo un carré on peut supposer que r = st¢ avec
s € F[[t]] une unité et € € {0,1}. Notons s’ la classe résiduelle de s.

e Si ¢ = 1. Par la proposition 4.11 on obtient que la seconde forme résiduelle
de v domine une forme de dimension 4, une contradiction.

e Si e = 0. Par la proposition 4.11 on obtient que la premiere forme résiduelle
de 7 (qui est ¢) domine la forme 9, et par conséquent ¢ = r'4. ]

PROPOSITION 5.11: Soit ¢ une forme anisotrope et totalement singuliére de
dimension 3. Alors, pp(y) est isotrope si et seulement si 1 est faiblement dominée
par .

Preuve: Posons ¢ = [z] L [y] L [2]. Supposons que @p(y) soit isotrope. Alors,
YL(p) 'est aussi. Par le théoreme 1.1 on obtient

(33) vy st (z(1,k] Ly[1,]] L 2[1,k+1])

avec s € F[[t]] une unité, ¢ € {0,1} et k,I € L*. Notons s la classe résiduelle de
s.

e Si € = 1. Par la proposition 4.11 on obtient que la seconde forme résiduelle
de v domine une forme de dimension 3, une contradiction.

e Si e = 0. Par la proposition 4.11 'espace sous-jacent a ¢ contient une famille
libre de trois vecteurs u,v,w deux & deux orthogonaux tels que p(u) = s'z,
v(v) = 'y et p(w) = s’z. On applique la proposition 4.6 pour déduire que 1 est
faiblement dominée par . ]

PROPOSITION 5.12: (1) Si ¢ € PiF anisotrope, alors @py) est isotrope si et
seulement si ¢ domine une voisine de .

(2) Siyp = [1] L [a1] L [ag] L [ag] € Exc(F) avec n := [1] L [a1] L [a2]
isotrope sur F'(\/az), alors gy est isotrope si et seulement si 7 est faiblement
dominée par .

Preuve: (1) Soit p une voisine de ¥ de dimension 3. Si pp(y) est isotrope, alors
@r(p) Uest aussi. Par la proposition 5.9 il existe ¢ € F* tel que cp < . La forme
cp est une voisine de 9 et dominée par .

(2) C’est une conséquence du lemme 4.5 et des propositions 5.11 et 4.10. ]

Ainsi, le théoreme est démontré.

5 - DEMONSTRATION DU THEOREME 1.5. Soient ¢ et 1 comme dans le
théoréme 1.5.
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1 - Cas o1 ¢ est de type (1,1). Modulo un scalaire, on pose ¢ = z[1,a] L [1].
Soit = z[l,a] L [1,a] € P1F qui est anisotrope. Supposons que @p(y) soit
isotrope. Alors, Pp(y,) est isotrope et donc hyperbolique. Par la proposition 3.4
1 est faiblement dominée par . En particulier, dimy < 4 et 1 ne peut étre ni
totalement singuliere de dimension 3 ni de dimension > 4 avec ¥» ¢ GP, F.

(1) Si 4 est de dimension 3 et de type (1,1): Puisque ay) < P pour un certain
a € F* et ¢ X @, on déduit par le lemme 4.4 que 2 et ¢ sont semblables.

(2) Si ¢ est de dimension 2: Soit b € F* tel que ¥ < bp. Soit £ une forme
de dimension 3 et de type (1,1) telle que £ < bp et que ¥ < £. Puisque ¢ X @
on déduit par le lemme 4.4 que £ et ¢ sont semblables et donc ¢ est faiblement
dominée par .

(3) Siyp € PF: Alors ¥ = @ et donc ¢ est voisine de .

Ainsi, la partie (1) du théoréme 1.5 est démontrée.

2 - Cas ot ¢ est de type (0,3). Posons ¢ = [z] L [y] L [2]. Soit
p=z[1,t7 Ly L[z

qui est anisotrope sur L := F((t)) (proposition 4.5). Soit 9 une forme quadra-
tique anisotrope de dimension > 2 telle que pp(y) soit isotrope. Par le corollaire
3.3 la forme ¢ est totalement singuliere. Puisque ¢r(y) est isotrope, on obtient
par le théoréme 1.4 que dim4) < 3 ou ¢y € GExc(F).

(1) Si dimy = 2: Modulo un scalaire, on suppose que ¥ = [1] L [d] pour
d e F. On a F(1) = F(v/d). Puisque ©r(yp) est isotrope, il existe

(kl + ll\/a, ko + l2\/a, ks + l3\/a) S F(\/E)S

non nu! tel que p{k; +1y Vd, ks +1Vd, k3 —H;»,\/g) = 0. Puisque ¥ est anisotrope,
'extension F(v/d)/F est quadratique. Un simple calcul implique que

p(v) = do(w)

et
By(v,w)=0

olt v = (ky, ko, k3) et w = (I1,I2,13). On a ¢(v) # 0 et donc p(w) # 0, car
sinon on aurait v = w = 0 du fait que ¢ est anisotrope, ce qui est impossible.
La famille {v,w} est libre car sinon on aurait w = av pour un certain a € F*.
Par conséquent, ¢(v) = a?dp(v), ce qui donne que d est un carré et donc 9 est
isotrope, une contradiction. En complétant {v,w} en une base de F*, on déduit
que ¢ 2 e([1] L [d]) L [f] pour certains e, f € F*.
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(2) Si 9 est totalement singuliere de dimension 3: On pose ¥ = [k] L [I] L [m].
Puisque @r,y) est isotrope, on obtient par le théoréme 1.4 que ¢, est faiblement
dominée par ¢. Quitte & échanger les éléments k, [, m, on peut supposer que

(34) P2r(k[l,u] L[] L [m))

pour certains r,u € L*. La premiere forme résiduelle de ¢ est ¢ et la seconde
forme résiduelle est [z] [22, Lemma 2]. Modulo un carré on peut supposer que
r = st® avec s € F[[t] une unité et € € {0,1}. Soit s’ la classe résiduelle de s.

e Si e = 1. Par la proposition 4.11 on obtient que la seconde forme résiduelle
de ¢ domine une forme de dimension 3, une contradiction.

e Si ¢ = 0. Par la proposition 4.11 et en comparant les premiéres formes
résiduelles, on obtient que ¢ = g'1).

(3) Si¢p = [1] L [oq] L [a2] L [a3] € Exc(F) avec 5 := [1] L [a1] L [a2)
isotrope sur F(y/agz). Par le lemme 4.5 on a @p(,) isotrope. Par le cas (2) on
a que ¢ est semblable a 7. Réciproquement, si ¢ est semblable & 7, alors la
proposition 4.10 implique que @p(y) est isotrope.

Ainsi, le théoréme est démontré.

6- DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 1.1. Soient ¢ et 1) comme dans la
proposition.

(1) Supposons que ¢ soit non singuliere: Si ©F(yp) est isotrope, alors wp(y)
est hyperbolique. Ainsi, par la proposition 3.4 on déduit que 1 est faiblement
dominée par ¢. En particulier, dim = 2 et ¢ est non singuliére.

(2) Supposons que ¢ soit singuliere: Modulo un scalaire, on suppose que ¢ =
[1] L [b] pour b € F*. Si pp(y) est isotrope, alors ¢ est totalement singuliére
(corollaire 3.3).

(i) Si % est de dimension 2: Modulo un scalaire on suppose ¢ = [1] L [d]. Il
est clair que ¢p(y) est isotrope si et seulement si b € F(\/c_i)2 si et seulement si
la forme [1] L [b] L [d] est isotrope.

(if) Si % est de dimension 3: Modulo un scalaire, on suppose que % =
1] L [r] L [s] pour r,s € F*. Si pp(y) est isotrope, alors la forme ¢ est
isotrope sur les corps des fonctions des formes [1] L [r] et {1] L [s] (Jemme 4.5).
D’aprés le cas (i) il existe e, f,g,h € F tels que b = e? + rf? = g2 + sh®. Ainsi,
(e+ g)? + rf% + sh? = 0. Puisque % est anisotrope, on a f = h = 0, et donc
b€ F?, une contradiction car ¢ est anisotrope.

(iii) Si ¢ est de dimension > 3: Par le cas (i) on déduit que ¢ (y) est anisotrope
et ce en passant par une sous-forme de ¢ de dimension 3 et en utilisant le lemme
4.5.
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Ainsi, la proposition est démontrée.
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